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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Οι µιγαδικοί αριθµοί

Η εξίσωση

x
2 +1= 0

δεν έχει λύση στους πραγµατικούς αριθµούς αφού για κάθε πραγµατικό αριθµό x

είναι x
2 ≥ 0. ∆ιατυπώνεται λοιπόν το ερώτηµα κατά πόσον υπάρχει ένα σύστηµα

αριθµών που κατά κάποια έννοια επεκτείνει τους πραγµατικούς αριθµούς και

είναι τέτοιο ώστε η εξίσωση x
2+1= 0 να έχει λύση. Αποδεικνύεται ότι ένα τέτοιο

σύστηµα υπάρχει και αυτό είναι το σώµα των µιγαδικών αριθµών. Σε αυτό το

σύστηµα οι λύσεις της x
2 +1= 0 δεν ϑα µπορούσαν να είναι άλλες από τις

x =p−1, και x =−p−1.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

Στο σύνολο R×R, όπου

(x1,y1)= (x2,y2) ⇔ x1 = x2 και y1 = y2,

µε τη γνωστή πρόσθεση

(x1,y1)+ (x2,y2)= (x1 + x2,y1 +y2) (1)

ορίζουµε την πράξη του πολαπλασιασµού µε τη σχέση

(x1,y1)(x2,y2)= (x1x2 −y1y2,x1y2 + x2y1). (2)

Παρατηρούµε ότι για (x,y) ∈R2

(x,y)+ (0,0)= (x,y) (3)

(x,y)+ (−x,−y)= (0,0) (4)

(x,y)(1,0)= (x,y), (5)
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

δηλαδή το (0,0) είναι το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης, δηλαδή το µηδέν,

το (−x,−y) είναι το αντίθετο του (x,y), ενώ το (1,0) είναι ουδέτερο στοιχείο του

πολλαπλασιασµού, δηλαδή η µονάδα. Εξετάζοντας εάν υπάρχει το αντίστροφο

του (x,y), δηλαδή εκείνο το (x ′,y ′) για το οποίο

(x,y)(x ′,y ′)= (1,0)

και παρατηρώντας ότι

(0,0)(x ′,y ′)= (0,0) (6)

υποθέτουµε ότι (x,y) ̸= (0,0). Εάν (a,b) είναι το αντίστροφο στοιχείο του (x,y),
εάν αυτό υπάρχει, τότε ϑα πρέπει

(x,y)(a,b)= (xa−yb,xb+ya)= (1,0)⇔
(
x −y

y x

)(
a

b

)
=

(
1

0

)
.

Λύνοντας αυτό το σύστηµα xa−yb = 1 και xb+ya = 0 ϐρίσκουµε

a = x

x2 +y2
, b = −y

x2 +y2
.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Οι αριθµοί a και b υπάρχουν, καθότι x
2 + y

2 > 0 οποτεδήποτε (x,y) ̸= (0,0),
εποµένως το αντίστροφο του (x,y) το οποίο συµβολίζουµε µε (x,y)−1 είναι το

(x,y)−1 =
(

x

x2 +y2
,

−y

x2 +y2

)
. (7)

Ορισµός 1

Το σύνολο των σηµείων

z = (x,y) ∈R×R
εφοδιασµένο µε τις πράξεις (1) και (2) συµβολίζουµε µε C και τα στοιχεία του

καλούµε µιγαδικούς αριθµούς (complex numbers).

΄Ετσι οι µιγαδικοί αριθµοί είναι τα σηµεία του επιπέδου, R2, στο οποίο έχουµε

ορίσει επιπλέον της πρόσθεσης, µια δεύτερη πράξη, τον πολλαπλασιασµό.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι το C είναι σώµα, ικανοποιούνται δηλαδή οι νόµοι

1. z1 + z2 = z2 + z1, για κάθε z1,z2 στο C.

2. (z1 + z2)+ z3 = z1 + (z2 + z3), για κάθε z1,z2,z3 στο C.

3. Υπάρχει ο µοναδικός µιγαδικός αριθµός 000= (0,0), έτσι ώστε z +000= z, για

κάθε z ∈C.

4. Για κάθε z ∈C υπάρχει µοναδικός µιγαδικός αριθµός −z, έτσι ώστε

z + (−z)=000.

5. z1z2 = z2z1, για κάθε z1,z2 στο C.

6. (z1z2)z3 = z1(z2z3), για κάθε z1,z2,z3 στο C.

7. Υπάρχει ο µοναδικός µιγαδικός αριθµός 111= (1,0), έτσι ώστε z ·111= z, για

κάθε z ∈C.

8. Για κάθε z ∈C µε z ̸= 0 υπάρχει µοναδικός µιγαδικός αριθµός z
−1 έτσι

ώστε z · z−1 =111.

9. z1(z2 + z3)= z1z2 + z1z3, για κάθε z1,z2,z3 στο C.

Οι µιγαδικοί αριθµοί Φεβρουάριος 2025 6 / 40

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Απόρροια των πράξεων (1) και (2) είναι ότι

(x,y)= (x,0)+ (0,y)

(0,1)(y ,0)= (0,y)

έτσι κάθε µιγαδικός αριθµός µπορεί να γραφεί στη µορφή

(x,y)= (x,0)+ (0,1)(y ,0). (8)

Εάν x είναι ένας πραγµατικός αριθµός, σηµείο της ευθείας, τότε µπορεί να

ταυτοποιηθεί µε το (x,0), σηµείο του επιπέδου. Επιπλέον παρατηρούµε ότι

(x1,0)+ (x2,0)= (x1 + x2,0), (x1,0)(x2,0)= (x1x2,0),

δηλαδή το σώµα των µιγαδικών αριθµών επεκτείνει κατά ϕυσιολογικό τρόπο το

σώµα των πραγµατικών αριθµών, και υπό το πρίσµα της ταυτοποίησης x ≡ (x,0)
µπορούµε να ϑεωρούµε ότι R ⊂ C. Στη συνέχεια ϑα γράφουµε 0 αντί για 000 και

1 αντί για 111. Θέτοντας i = (0,1) σύµφωνα µε την παραπάνω ταυτοποίηση η (8)

γράφεται

(x,y)= x + iy . (9)
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Ο µιγαδικός αριθµός i λέγεται φανταστική µονάδα (imaginary unit) για λόγους

που ϑα γίνουν κατανοητοί παρακάτω. Εάν z = (x,y) είναι ένας µιγαδικός αριθµός

από εδώ και στο εξής ϑα γράφουµε z = x + iy . Εάν z1 = x1 + iy1 και z2 = x2 + iy2

είναι µιγαδικοί αριθµοί τότε το άθροισµα z1+z2 και το γινόµενο z1z2 δίνονται, µέσω

των (1) και (2), από τις σχέσεις

z1 + z2 = (x1 + iy1)+ (x2 + iy2)= (x1 + x2)+ i(y1 +y2) (10)

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2)= (x1x2 −y1y2)+ i(x1y2 + x2y1). (11)

΄Οπως και στους πραγµατικούς αριθµούς, επαγωγικά ορίζουµε z
n+1 = z

n
z, για

κάθε ϕυσικό αριθµό n. Παρατηρούµε ότι

i
2 = (0,1)(0,1)= (−1,0)=−1,

σύµφωνα µε την ταυτοποίηση, γεγονός που δικαιολογεί την ονοµασία ϕανταστική

µονάδα. Επειδή −i = (0,−1) ϑα είναι

(−i)2 = (0,−1)(0,−1)= (−1,0)=−1.

Βλέπουµε λοιπόν ότι i
2 +1= 0 και (−i)2 +1= 0.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Παρατήρηση 1

Ας ϑεωρήσουµε τον µιγαδικό αριθµό z = x + iy . Από τον αντιµεταθετικό νόµο

(νόµος Μ5) έχουµε iy = yi οπότε ο µπορούµε να γράφουµε

z = x + iy , ή z = x +yi.

Επίσης από την µοναδικότητα του αντίθετου µιγαδικού αριθµού έπεται ότι

i(−y)= (−1)iy =−iy .

΄Ετσι από τις (9), (4) και (7) έπεται ότι οι −z και z
−1, εφόσον z ̸= 0, δίνονται

αντίστοιχα από τις σχέσεις

−z =−x + i(−y)=−x − iy (12)

z
−1 = x

x2 +y2
+ i

−y

x2 +y2
= x

x2 +y2
− i

y

x2 +y2
(13)
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Παρατήρηση 2

΄Εστω z1 = x1 + iy1 και z2 = x2 + iy2, τότε κάνοντας χρήση του νόµου Μ9

(επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση)

υπολογίζουµε

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2)

= x1(x2 + iy2)+ iy1(x2 + iy2) (νόµος Μ9)

= x1x2 + x1iy2 + iy1x2 + iy1iy2 (νόµος Μ9)

= x1x2 + ix1y2 + iy1x2 + i
2
y1y2 (νόµος Μ5)

= x1x2 + ix1y2 + iy1x2 −y1y2 (i2 =−1)

= (x1x2 −y1y2)+ i(x1y2 + x2y1) (νόµος Μ9)

που είναι η (11). Ο πολλαπλασιασµός δηλαδή, µιγαδικών αριθµών µπορεί να

εκτελεσθεί µε χρήση της οικείας, από τους πραγµατικούς αριθµούς,

επιµεριστικής ιδιότητας.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Παρατήρηση 3

Εάν z1 = x1 + iy1 και z2 = x2 + iy2, είναι µιγαδικοί αριθµοί, όπως στους

πραγµατικούς αριθµούς, η αφαίρεση και το πηλίκο ορίζονται, αντίστοιχα, µε τις

σχέσεις

z1 − z2 = z1 + (−z2)= (x1 + iy1)+ (−x2 + i(−y2))= (x1 − x2)+ i(y1 −y2) (14)

z1

z2

= z1z
−1
2 = (x1 + iy1)

(
x2

x
2
2
+y

2
2

+ i
−y2

x
2
2
+y

2
2

)
= x1x2 +y1y2

x
2
2
+y

2
2

+ i
−x1y2 + x2y1

x
2
2
+y

2
2

. (15)

Παρατηρούµε ότι για z1 = 1= 1+ i0 και z2 = z = x + iy από την τελευταία σχέση

έπεται
1

z
= x

x2 +y2
+ i

−y

x2 +y2
= z

−1. (16)

Επακόλουθο της τελευταίας αυτής σχέσης είναι η

z1

z2

= z1

1

z2

. (17)
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Ορισµός 2

΄Εστω ο µιγαδικός αριθµός z = x + iy , τότε x ∈R και y ∈R. Ο x λέγεται

πραγµατικό µέρος (real part) του z και γράφουµε x =Rez, και ο y λέγεται

φανταστικό µέρος (imaginary part) του z και γράφουµε y = Imz.

΄Ετσι εάν z ∈ R τότε Rez = z και Imz = 0, ενώ εάν z = iy , µε y ∈ R, τότε Rez = 0

και Imz =−iz.

Ορισµός 3

Οι µιγαδικοί αριθµοί z1 = x1 + iy1 και z2 = x2 + iy2 είναι ίσοι και γράφουµε z1 = z2,

εάν και µόνον εάν x1 = x2 και y1 = y2, ισοδύναµα Rez1 =Rez2 και Imz1 = Imz2.

Ερώτηµα: Υπάρχει στο C µία διάταξη που να είναι συµβατή µε τις πράξεις της

πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού και να επεκτείνει τη γνωστή διάταξη του R;

Αν υπάρχει, έστω ‘≤’, τότε ϑα πρέπει είτε 0 ≤ i, είτε 0 ≥ i. Εάν 0 ≤ i, τότε

πολλαπλασιάζοντας µε i παίρνουµε 0i ≤ i
2, ή ισοδύναµα 0 ≤ −1, ή ισοδύναµα

0 ≥ 1 που είναι άτοπο. ΄Οµοια εάν 0 ≥ i τότε πολλαπλασιάζοντας πάλι µε i ϑα

είχαµε 0i ≤ i
2, ή ισοδύναµα 0≤−1, ή ισοδύναµα 0≥ 1 που είναι επίσης άτοπο.
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Το µέτρο, ο συζυγής και το όρισµα µιγαδικού αριθµού

Ορισµός 4

΄Εστω z = x + iy ένας µιγαδικός αριθµός.

1 Το µέτρο (modulus) του z, συµβολίζεται µε |z|, ορίζεται να είναι ο

πραγµατικός αριθµός

|z| =
√

x2 +y2. (18)

2 Ο συζυγής (conjugate) του z, συµβολίζεται µε z, ορίζεται να είναι ο

µιγαδικός αριθµός

z = x − iy . (19)

Παρατηρούµε ότι αν z ∈R, ισοδύναµα y = 0, τότε

|z| =
√

x2 = |x| (20)

δηλαδή το µέτρο µιγαδικού αριθµού γενικεύει την απόλυτη τιµή πραγµατικού

αριθµού. Για το λόγο αυτό το µέτρο το λέµε και απόλυτη τιµή. Επιπλέον αν z ∈R,

τότε z = z.
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Το µέτρο, ο συζυγής και το όρισµα µιγαδικού αριθµού

Παράδειγµα 1

Να ϐρεθεί το µέτρο και ο συζυγής του µιγαδικού αριθµού −i(2− i3).

Εάν z =−i(2− i3), τότε z =−i2+3i
2 =−3− i2, οπότε

|z| = |− i(2− i3)| = |−3− i2| =
√
(−3)2 + (−2)2 =p

13

z =−i(2− i3)=−3− i2=−3+ i2.

Παρατήρηση 4

Εάν z = x + iy είναι ένας µιγαδικός αριθµός τότε x =Rez και y = Imz. Επειδή

z + z = x + iy + x − iy = 2x , και z − z = x + iy − (x − iy)= i2y , συµπεραίνουµε

Rez = z + z

2
, Imz = z − z

2i
. (21)

Επίσης x ≤ |x| ≤
√

x2 +y2, όµοια y ≤ |y | ≤
√

x2 +y2, οπότε

Rez ≤ |Rez| ≤ |z|, Imz ≤ | Imz| ≤ |z|. (22)
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Το µέτρο, ο συζυγής και το όρισµα µιγαδικού αριθµού

Ιδιότητες του µέτρου και του συζυγούς µιγαδικού αριθµού:

1 |z| ≥ 0, για κάθε z ∈C, και |z| = 0 εάν και µόνον εάν z = 0.

2 |z1z2| = |z1||z2|, για κάθε Ϲευγάρι µιγαδικών αριθµών z1 και z2.

3 |z1/z2| = |z1|/|z2|, για κάθε Ϲευγάρι µιγαδικών αριθµών z1 και z2 µε z2 ̸= 0.

4 z = z εάν και µόνον εάν z ∈R.

5 z = z, για κάθε z ∈C.

6 |z| = |z|, για κάθε z ∈C.

7 |z|2 = zz, για κάθε z ∈C.

8 z1 + z2 = z1 + z2, για κάθε Ϲευγάρι µιγαδικών αριθµών z1 και z2.

9 z1z2 = z1z2, για κάθε Ϲευγάρι µιγαδικών αριθµών z1 και z2.

10 (z1/z2)= z1/z2, για κάθε Ϲευγάρι µιγαδικών αριθµών z1 και z2 µε z2 ̸= 0.

΄Ασκηση 1

Να δειχθεί ότι ο αριθµός a είναι πραγµατικός εάν και µόνον εάν Rea = a.
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Το µέτρο, ο συζυγής και το όρισµα µιγαδικού αριθµού

Παρατήρηση 5

Ας είναι z1, και z2 δύο µιγαδικοί αριθµοί. Τότε ισχύει η τριγωνική ανισότητα

|z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|. (23)

Από τις ιδιότητες έχουµε

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2)= (z1 + z2)(z1 + z2) ( ιδιότητες 7 και 8 )

= z1z1 + z1z2 + z2z1 + z2z2

= |z1|2 + z1z2 + z1z2 +|z2|2 ( ιδιότητες 7 και 5 )

= |z1|2 +2Re(z1z2)+|z2|2 ( σχέση (21) )

≤ |z1|2 +2|z1z2|+ |z2|2 ( σχέση (22) )

= |z1|2 +2|z1||z2|+ |z2|2 ( ιδιότητα 2 )

= (|z1|+ |z2|)2 ( ιδιότητα 6 )

απ΄ όπου έπεται η Ϲητούµενη τριγωνική ανισότητα.
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Το µέτρο, ο συζυγής και το όρισµα µιγαδικού αριθµού

΄Ασκηση 2

Εάν z ∈C δείξτε ότι

|z| ≤ |Rez|+ | Imz| ≤p
2|z|.

Παρατήρηση 6

Από τις ιδιότητες έπεται ότι για z ̸= 0

1

z
= z

zz
= z

|z|2 (24)

που είναι ακριβώς η σχέση που δίνει τον αντίστροφο. Θυµίζουµε ότι αν

z = x + iy ̸= 0, τότε
1

z
= x − iy

x2 +y2
.

Για |z| = 1, από την (24) έπεται ότι 1/z = z. Ειδικά για z = i έχουµε

1

i
= i

i i

= −i

|i|2 =−i. (25)
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Το µέτρο, ο συζυγής και το όρισµα µιγαδικού αριθµού

Αν z = x + iy ̸= 0, τότε |z| > 0, οπότε τα κλάσµατα

x

|z| =
x√

x2 +y2
και

y

|z| =
y√

x2 +y2

ορίζονται και ικανοποιούν τη σχέση(
x

|z|
)2

+
(

y

|z|
)2

= x
2

x2 +y2
+ y

2

x2 +y2
= 1,

κατά συνέπεια υπάρχει θ ∈R τέτοιο ώστε

cosθ = x

|z| και sinθ = y

|z| .
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Το µέτρο, ο συζυγής και το όρισµα µιγαδικού αριθµού

Ορισµός 5

΄Εστω z ̸= 0, και έστω θ ∈R τέτοιο ώστε

cosθ = Rez

|z| και sinθ = Imz

|z| .

Ορίζουµε ως όρισµα (argument) του z και γράφουµε arg z το σύνολο όλων των

τιµών θ+2kπ, k ∈Z, δηλαδή

arg z = {θ+2kπ : k = 0,±1,±2, . . . }.

Ορισµός 6

Ορίζουµε ως κύριο ή πρωτεύον (principal) όρισµα του z εκείνο το θ για το

οποίο ισχύει θ ∈ (−π,π]. Συµβολίζουµε µε Arg z το κύριο όρισµα του z, οπότε

για κάθε z ̸= 0 στο C είναι −π<Arg z ≤π.

Πολλοί συγγραφείς επιλέγουν ως κύριο όρισµα εκείνο το θ που περιέχεται στο

διάστηµα [0,2π), δηλαδή 0≤Arg z < 2π.
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Το µέτρο, ο συζυγής και το όρισµα µιγαδικού αριθµού

Παράδειγµα 2

Να ϐρεθεί το όρισµα και το κύριο όρισµα για κάθε έναν από τους αριθµούς

(i) z = 1, (ii) z =−2, (iii) z = i, (iv) z =−1− i.

(i) Επειδή z = x = |z| = 1, είναι cosθ = 1, sinθ = 0, εποµένως

arg1= {2kπ : k ∈Z} και Arg1= 0.

(ii) Εδώ είναι x =−2, y = 0 και |z| = 2, άρα cosθ =−1, sinθ = 0, εποµένως

arg(−2)= {(2k +1)π : k ∈Z} και Arg(−2)=π.

(iii) Εδώ είναι x = 0, y = 1 και |z| = 1, άρα cosθ = 0, sinθ = 1, εποµένως

arg i = {π/2+2kπ : k ∈Z} και Arg i =π/2.

(iv) Εδώ είναι x = y =−1 και |z| =p
2, άρα cosθ = sinθ =−1/

p
2, άρα ένα

όρισµα είναι θ = 5π/4, και ένα άλλο το θ =−3π/4, εποµένως

arg(−1− i)= {5π/4+2kπ : k ∈Z} = {−3π/4+2kπ : k ∈Z} και

Arg(−1− i)=−3π/4.

Σηµειώνουµε ότι 5π/4 ∉ (−π,π].
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Το µιγαδικό επίπεδο

Το µιγαδικό επίπεδο

Από τον ορισµό των µιγαδικών αριθµών έπεται ότι υπάρχει µία ένα προς ένα

αντιστοιχία µεταξύ του µιγαδικού αριθµού z = x + iy και του σηµείου (x,y) του

επιπέδου. ΄Ετσι το επίπεδο του οποίου κάθε σηµείο (x,y) ταυτίζουµε µε τον

µιγαδικό αριθµό z = x + iy ονοµάζουµε µιγαδικό επίπεδο (complex plane).

Ο άξονας των x λέγεται πραγµατικός άξονας (real axis).

Ο άξονας των y λέγεται φανταστικός άξονας (imaginary axis).

Το µέτρο |z| είναι η απόσταση του σηµείου z από το 0.

Ο συζυγής z του z είναι το συµµετρικό σηµείο του z ως προς τον

πραγµατικό άξονα.
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Το µιγαδικό επίπεδο

x

iy

0

z = x + iy

z = x − iy−z =−x − iy

iy

−iy

x−x

|z|

Σχήµα: Γραφική απεικόνιση των µιγαδικών αριθµών z, z και −z.
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Το µιγαδικό επίπεδο

x

iy

0

z2

z1

z1 + z2

z1 − z2

−z2

Σχήµα: Το άθροισµα και η διαφορά µιγαδικών αριθµών.
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Το µιγαδικό επίπεδο

Το άθροισµα των z1 = x1+iy1 και z2 = x2+iy2 αντιστοιχεί στο σηµείο (x1+x2,y1+y2).
΄Ετσι λοιπόν ο αριθµός z = x + iy µπορεί να ταυτιστεί µε το διάνυσµα µε αρχή το

σηµείο (0,0) και πέρας το (x,y) ενώ το µέτρο |z| είναι το µέτρο του διανύσµατος,

δηλαδή το µήκος του ευθυγράµου τµήµατος από το (0,0) στο (x,y). Ο z1 + z2

είναι το διανυσµατικό άθροισµα των διανυσµάτων z1 και z2, και ο z1 − z2 είναι το

διανυσµατικό άθροισµα των διανυσµάτων z1 και −z2.

Οι αριθµοί z1 και z2 ορίζουν ένα παραλληλόγραµο µε κορυφές τα σηµεία (0,0),
(x1,y1), (x2,y2), και (x1 + x2,y1 + y2). Τα |z1 + z2| και |z1 − z2| είναι τα µέτρα των

διαγωνίων του παραλληλογράµου. Από την απόδειξη της τριγωνικής ανισότητας

(23) προκύπτει ο νόµος του παραλληλογράµου1

|z1 + z2|2 +|z1 − z2|2 = 2(|z1|2 +|z2|2) (26)

ο οποίος µας λέει ότι το άθροισµα των τετραγώνων των διαγωνίων παραλληλο-

γράµου ισούται µε το άθροίσµα των τετραγώνων των πλευρών του.

1Ο νόµος αποδεικνύεται και µε χρήση του νόµου του συνηµιτόνου.
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Το µιγαδικό επίπεδο

Τριγωνοµετρική µορφή µιγαδικού αριθµού

Εάν r και θ είναι οι πολικές συντεταγµένες του σηµείου (x,y) ̸= (0,0) τότε

z = x + iy = r cosθ+ ir sinθ µε |z| =
√
(r cosθ)2 + (r sinθ)2 = r .

Η τριγωνοµετρική µορφή (trigonometric form) του z είναι η έκφραση

z = r(cosθ+ i sinθ). (27)

x

iy

0

θ = arg z

z = r(cosθ+ i sinθ)

r = |z|

x

y

Σχήµα: Τριγωνοµετρική µορφή µιγαδικού αριθµού.
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Το µιγαδικό επίπεδο

Παράδειγµα 3

Να γραφούν σε τριγωνοµετρική µορφή οι αριθµοί

(i) z = 1+ i, (ii) z = 1, (iii) z = i, (iv) z =−2.

(i) Επειδή |1+ i| =p
2, έχουµε

z = 1+ i =p
2

(
1p
2
+ i

1p
2

)
=p

2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
(ii) 1= 1+ i0= cos0+ i sin0.

(iii) i = 0+ i = cos(π/2)+ i sin(π/2).
(iv) −2= 2(−1+ i0)= 2(cosπ+ i sinπ).

Αν z1 = r1(cosθ1 + i sinθ1) και z2 = r2(cosθ2 + i sinθ2) παρατηρούµε ότι

z1z2 = r1r2(cosθ1 + i sinθ1)(cosθ2 + i sinθ2)

= r1r2[(cosθ1 cosθ2 − sinθ1 sinθ2)+ i(sinθ1 cosθ2 +cosθ1 sinθ2)],

οπότε η τριγωνοµετρική µορφή του γινοµένου z1z2 δίνεται από τη σχέση

z1z2 = r1r2[cos(θ1 +θ2)+ i sin(θ1 +θ2)]. (28)
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Το µιγαδικό επίπεδο

Εάν z = r(cosθ+ i sinθ) είναι µη µηδενικός αριθµός, ισοδύναµα r ̸= 0, τότε από

τη σχέση (28) έπεται ότι

1

z
= 1

r
[cos(−θ)+ i sin(−θ)]. (29)

Η σχέση αυτή προκύπτει επίσης από τον τύπο του αντίστροφου µιγαδικού αριθµού.

Εάν τώρα z2 = r2(cosθ2 + i sinθ2) είναι διάφορος του µηδενός, τότε συνδυάζο-

ντας τις (28) και (29) έχουµε

z1

z2

= r1

r2

[cos(θ1 −θ2)+ i sin(θ1 −θ2)]. (30)

Εάν zk = rk(cosθk + i sinθk), k = 1,2, . . . ,n µε µαθηµατική επαγωγή µέσω της (28)

έχουµε

z1z2 · · ·zn = r1r2 · · · rn[cos(θ1 +θ2 +·· ·+θn)+ i sin(θ1 +θ2 +·· ·+θn)], (31)

ειδικά για z1 = z2 = ·· · = zn = z, για κάθε ϕυσικό αριθµό n, προκύπτει

z
n = r

n[cos(nθ)+ i sin(nθ)]. (32)
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Το µιγαδικό επίπεδο

Εάν z = r(cosθ+ i sinθ), r ̸= 0, από τις σχέσεις (29) και (32) έπεται ότι για n =
1,2,3, . . .

z
−n = (z−1)n =

(
1

z

)n

= 1

rn
[cos(−nθ)+ i sin(−nθ)],

και επειδή z
0 = 1, τελικά η σχέση (32) ισχύει για κάθε ακέραιο 0,±1,±2, . . . .

Εάν z = cosθ+ i sinθ η (32) µετασχηµατίζεται στην

(cosθ+ i sinθ)n = cos(nθ)+ i sin(nθ). (33)

Η τελευταία σχέση είναι ο τύπος του de Moivre.

Μία εφαρµογή του τύπου του de Moivre είναι η εύρεση ϱιζών µιγαδικών αριθµών.

ΠΡΟΒΛΗΜΑ: Εάν w είναι ένας µιγαδικός αριθµός και n ≥ 2 είναι ένας ϕυσικός

αριθµός να ϐρεθούν µιγαδικοί z τέτοιοι ώστε z
n =w . ΄Εστω ότι w = r(cosθ+i sinθ),

τότε παρατηρούµε ότι ο αριθµός z0 = r
1/n(cos(θ/n)+ i sin(θ/n)) ικανοποιεί την

z
n

0 =
[

n
p

r

(
cos

θ

n
+ i sin

θ

n

)]n

= r(cosθ+ i sinθ)=w ,

δηλαδή ο z0 είναι µία λύση του προβλήµατος.
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Το µιγαδικό επίπεδο

Οι zk = r
1/n(cos[(θ+2kπ)/n]+ i sin[(θ+2kπ)/n]), k = 1,2, . . . είναι επίσης λύσεις

z
n

k
=

[
n
p

r

(
cos

θ+2kπ

n
+ i sin

θ+2kπ

n

)]n

= r(cos(θ+2kπ)+ i sin(θ+2kπ))=w .

΄Εχουµε λοιπόν ότι οι αριθµοί zk = r
1/n(cos[(θ+2kπ)/n]+ i sin[(θ+2kπ)/n]) για

k = 0,1,2, . . . ικανοποιούν την z
n

k
= w . Στη συνέχεια ϑυµίζουµε ότι για n σταθερό

κάθε k ∈N γράφεται µοναδικά στη µορφή k =m+ℓn όπου m = 0,1, . . . ,n−1 και

ℓ ∈N (διαίρεση του k δια n). ΄Ετσι εάν k ≥ n, τότε

zk = n
p

r

(
cos

θ+2kπ

n
+ i sin

θ+2kπ

n

)
= n
p

r

(
cos

θ+2mπ+2ℓnπ

n
+ i sin

θ+2mπ+2ℓnπ

n

)
= n
p

r

(
cos

(θ+2mπ

n
+2ℓπ

)
+ i sin

(θ+2mπ

n
+2ℓπ

))
= n
p

r

(
cos

θ+2mπ

n
+ i sin

θ+2mπ

n

)
= zm

όπου m = 0,1,2, . . . ,n−1.
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Το µιγαδικό επίπεδο

Συµπέρασµα: Οι n το πλήθος µιγαδικοί αριθµοί

zk = n
p

r

(
cos

θ+2kπ

n
+ i sin

θ+2kπ

n

)
, k = 0,1,2, . . . ,n−1 (34)

είναι οι λύσεις της εξίσωσης z
n = r(cosθ+ i sinθ) και λέγονται n-οστες ϱίζες του

w = r(cosθ+ i sinθ).

Παράδειγµα 4

Επειδή 1= cos0+ i sin0, οι n-οστες ϱίζες της µονάδας είναι οι αριθµοί

ζk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0,1,2, . . . ,n−1. (35)

Εάν ορίσουµε

ωn = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
, (36)

τότε από τον τύπο του de Moivre έπεται ότι οι n-οστες ϱίζες της µονάδας είναι οι

1, ωn, ω2
n
, . . . , ωn−1

n
. Παρατηρούµε ότι ωn

n
= 1. Οι n-οστες ϱίζες της µονάδας

είναι οι κορυφές ενός κανονικού πολυγώνου µε n πλευρές εγγεγραµµένου

στο µοναδιαίο κύκλο.
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Το µιγαδικό επίπεδο

Παράδειγµα 5

Να ϐρεθούν αριθµοί z τέτοιοι ώστε z
2 =−2 (τετραγωνικές ϱίζες του −2).

Είναι −2= 2(cosπ+ i sinπ), οπότε οι αριθµοί που Ϲητούµε δίνονται από τη

σχέση

zk =
p

2

(
cos

π+2kπ

2
+ i sin

π+2kπ

2

)
, k = 0,1.

΄Ετσι έχουµε

z0 =
p

2

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
= i

p
2, z1 =

p
2

(
cos

3π

2
+ i sin

3π

2

)
=−i

p
2.

Πράγµατι z
2
0
= (i

p
2)2 = i

22=−2 και z
2
1
= (−i

p
2)2 = i

22=−2.

Παράδειγµα 6

Εάν z1 = 2
p

3− i2 και z2 =−1+ i

p
3 να γραφούν οι z1 και z2 σε πολική µορφή και

να υπολογισθούν οι z1z2 και z1/z2.
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Το µιγαδικό επίπεδο

Είναι |z1| = |2p3− i2| =p
16= 4 και |z2| = |−1+ i

p
3| =p

4= 2 οπότε

z1 = 4

[p
3

2
+ i

(
−1

2

)]
= 4

[
cos

(
−π

6

)
+ i

(
−π

6

)]
,

z2 = 2

[(
−1

2

)
+ i

p
3

2

]
= 2

[
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

]
.

Από την σχέση (28) υπολογίζουµε το γινόµενο

z1z2 = 4 ·2
[
cos

(
−π

6
+ 2π

3

)
+ i sin

(
−π

6
+ 2π

3

)]
= 8

[
cos

π

2
+ i sin

π

2

]
= i8,

ενώ από την (30) το πηλίκο

z1

z2

= 4

2

[
cos

(
−π

6
− 2π

3

)
+ i sin

(
−π

6
− 2π

3

)]
= 2

[
cos

(
−5π

6

)
+ i sin

(
−5π

6

)]
= 2

[
−
p

3

2
+ i

(
−1

2

)]
=−p3− i.
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Το µιγαδικό επίπεδο

Σύνολα και γεωµετρικοί τόποι στο µιγαδικό επίπεδο

Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών, ως υποσύνολο του µιγαδικού επιπέδου, µπο-

ϱεί να εκφρασθεί ως το σύνολο των µιγαδικών αριθµών µε µηδενικό ϕανταστικό

µέρος, δηλαδή

R= {z : z ∈C και Imz = 0}

ή ως

R= {z : z ∈C και z = z}.

αφού κάθε πραγµατικός αριθµός είναι ίσος µε τον συζυγή του. Γενικότερα,

υποσύνολα του µιγαδικού επιπέδου µπορούν να εκφρασθούν µε κατάλληλες

αλγεβρικές σχέσεις. Για παράδειγµα το σύνολο

{z : z ∈C και Rez > 0}

παριστάνει το ηµιεπίπεδο στα δεξιά του ϕανταστικού άξονα, ενώ το

{z ∈C : Rez > 0 και Imz > 0}

παριστάνει το πρώτο τεταρτηµόριο του επιπέδου.
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Το µιγαδικό επίπεδο

΄Ασκηση 3

Τι παριστάνει καθένα από τα σύνολα:

αʹ C = {z : |z| = 1}

βʹ D = {z : |z| < 1}

γʹ U = {z : |z| > 1}

δʹ C(w , r)= {z : |z −w | = r}, όπου w είναι ένας µιγαδικός αριθµός και r > 0

Το {z ∈C : |z| < r} λέγεται ανοικτός δίσκος κέντρου (0,0) και ακτίνας r

Το {z ∈C : |z| ≤ r} λέγεται κλειστός δίσκος κέντρου (0,0) και ακτίνας r .

Εάν w είναι ένας σταθερός µιγαδικός αριθµός και r είναι ένας µη αρνητικός

πραγµατικός αριθµός, τα {z ∈C : |z−w | < r}, {z ∈C : |z−w | ≤ r}, {z ∈C : |z−w | > r},
και {z ∈ C : |z| ≥ r} περιγράφουν αντίστοιχα τον ανοικτό δίσκο κέντρου w και

ακτίνας r , τον κλειστό δίσκο κέντρου w και ακτίνας r , το εξωτερικό του κλειστού

δίσκου κέντρου w και ακτίνας r , και το εξωτερικό του ανοικτού δίσκου κέντρου w

και ακτίνας r .
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Το µιγαδικό επίπεδο

Παράδειγµα 7

Να περιγραφεί το σύνολο

F = {z ∈C : Rez = Imz}.

Εάν z = x + iy ∈ F , τότε x =Rez = Imz = y , κατά συνέπεια το F είναι η ευθεία

y = x του επιπέδου.

΄Ασκηση 4

Τι παριστάνει το σύνολο G = {z ∈C : Rez = Im(z +1)};

Παράδειγµα 8

Να περιγραφεί το σύνολο

L = {z : |z −1| = |z −2|}.

΄Ενα z που περιέχεται στο δοσµένο σύνολο, ισαπέχει από τα σηµεία 1 και 2,

κατά συνέπεια το σύνολο είναι η µεσοκάθετος στο ευθύγραµµο τµήµα [1,2].

Οι µιγαδικοί αριθµοί Φεβρουάριος 2025 35 / 40

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ
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Η εκθετική συνάρτηση, τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Αν z = x + iy ∈C ορίζουµε

e
z = e

x+iy = e
x(cosy + i siny).

Ιδιότητες: Αν z = x + iy και w = s+ it , τότε

1 e
z+w = e

z
e

w

e
z+w = e

x+s[cos(y + t)+ i sin(y + t)]

= e
x+s[cosy cos t − siny sin t + i(siny cos t +cosy sin t)]

= e
x(cosy + i siny)es(cos t + i sin t)

= e
z
e

w

2 |ez | = e
Rez

|ez | =
√
(ex cosy)2 + (ex siny)2

= e
x = e

Rez
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Αν z = x + iy , µε x,y ∈R από την ιδιότητα (1) έπεται ότι

e
x+iy = e

x(cosy + i siny)⇒ e
x
e

iy = e
x(cosy + i siny)

⇒ e
iy = cosy + i siny

Συνεπώς

|eit | = 1, t ∈R,

γεγονός που συµφωνεί µε την ιδιότητα (2).
Μπορούµε να γράφουµε

z = x + iy = r(cosθ+ i sinθ)= re
iθ

και η τελευταία σχέση είναι η εκθετική µορφή του µιγαδικού αριθµού z. Παρατη-

ϱούµε ότι για m ∈Z

e
i2mπ = 1, e

iπ =−1, e
iπ/2 = i, e

iπ/3 =
p

3

2
+ i

1

2
, . . .

Η δεύτερη σχέση είναι η σηµαντική µαθηµατική εξίσωση e
iπ+1 = 0 στην οποία

εµφανίζονται οι τέσσερις σηµαντικές µαθηµατικές σταθερές.
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Παρατήρηση 7

1 Αν z = re
iθ και w = ρe

iφ, τότε zw = rρe
i(θ+φ).

2 e
z ̸= 0, αφού |ez | = e

Rez > 0.

3 Η συνάρτηση f(t)= e
it απεικονίζει την πραγµατική ευθεία στον µοναδιαίο

κύκλο.

Ορισµός 7

Για z ∈C ορίζουµε

cosz = 1

2
(eiz +e

−iz) sinz = 1

2i
(eiz −e

−iz)

΄Ασκηση 5

Αποδείξτε ότι

αʹ cos2
z + sin2

z = 1, για κάθε z ∈C
βʹ cos(z +w)= cosz cosw − sinz sinw , για κάθε Ϲευγάρι z,w ∈C
γʹ sin(z +w)= sinz cosw +cosz sinw , για κάθε Ϲευγάρι z,w ∈C
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Παρατήρηση 8

Παρατηρούµε ότι

cos(−3i)= (ei(−3i)+e
−i(−3i))/2

= (e3 +e
−3)/2

> e
3/2

κατά συνέπεια η |cosz| ≤ 1 δεν ισχύει στους µιγαδικούς αριθµούς. ΄Οµοια η

|sinz| ≤ 1 δεν ισχύει. Οι cos και sin δεν είναι καν ϕραγµές συναρτήσεις στο C.

Ορισµός 8

Για z ∈C ορίζουµε τις συναρτήσεις

tanz = sinz

cosz
, cotz = cosz

sinz
, secz = 1

cosz
, cscz = 1

sinz

µε κατάλληλο πεδίο ορισµού για κάθε µία από αυτές.
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΄Ασκηση 6

Να ϐρεθούν οι ϱίζες κάθε µιας από τις εξισώσεις

αʹ cosz = 0 (z =mπ+π/2, m ∈Z)

βʹ cosz = 1

γʹ sinz = 0 (z =mπ, m ∈Z)

δʹ sinz = 1

΄Ασκηση 7

Αποδείξτε κάθε µια από τις σχέσεις

αʹ ez = e
z

βʹ cosz = cosz

γʹ sinz = sinz
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