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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 12. ∆ιαφορικές εξισώσεις

1. Να ϐρεθούν οι τιµές του m για τις οποίες η y = xm είναι λύση της

(αʹ) x2y′′ − y = 0.

(ϐʹ) x2y′′ + 6xy′ + 4y = 0.

2. Για τη διαφορική εξίσωση
y = ty′ + (y′)2

(αʹ) Να δειχθεί ότι y = ct + c2, όπου c είναι µία σταθερά, είναι µία µονοπαραµετρική
οικογένεια λύσεων.

(ϐʹ) Να εξετασθεί εάν υπάρχει λύση της µορφής y = kt2, όπου k είναι κάποια σταθερά.

3. Να δειχθεί ότι η y είναι λύση της αντίστοιχης διαφορικής εξίσωσης.

(αʹ) 2y′ + y = 0, y = e−x/2.

(ϐʹ) y′ = 25 + y2, y = 5 tan 5x.

(γʹ) dy
dt

= (2− y)(1− y), t = ln 2−y
1−y

.

(δʹ) y′′ + (y′)2 = 0, y = ln |x+ c1|+ c2.

Λύση

(γ) Πρώτος τρόπος :

t = ln
2− y

1− y
⇒ et =

2− y

1− y
⇒ · · · ⇒ y =

2− et

1− et

οπότε παραγωγίζουµε και αντικαθιστούµε στην εξίσωση.
∆εύτερος τρόπος :

t = ln(2− y)− ln(1− y)

οπότε παργωγίζοντας ως προς t παίρνουµε

1 =
−y′

2− y
− −y′

1− y
= y′

(
1

1− y
− 1

2− y

)
=

y′

(1− y)(2− y)

απ΄ όπου έπεται το Ϲητούµενο.

4. Να εξετασθεί εάν η δοσµένη σχέση είναι πεπλεγµένη λύση της αντίστοιχης διαφορικής εξίσω-
σης.
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(αʹ) y − ln y = t2 + 1, dy
dt

= t
y
.

(ϐʹ) x2 − sin(x+ y) = 1, dy
dx

= 2x sec(x+ y)− 1.

(γʹ) exy + y = x− 1, dy
dx

= e−xy−y
e−xy+x

.

5. Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f : [0, a] → R, a > 0, των οποίων η µέση τιµή σε
κάθε διάστηµα [0, x], x > 0, είναι ίση µε τον αριθµητικό µέσο των f(0) και f(x).

υποδειξη : Οι Ϲητούµενες συναρτήσεις f ικανοποιούν τη σχέση

1

x

∫ x

0

f(s) ds =
f(0) + f(x)

2
.

Λύση

Από την υπόδειξη παραγωγίζοντας έχουµε∫ x

0

f(s) ds =
f(0) + f(x)

2
x ⇒

(∫ x

0

f(s) ds

)′

=

(
f(0) + f(x)

2
x

)′

⇒ f(x) =
f(0)

2
+

1

2
(f(x)x)′

⇒ f(x) =
f(0)

2
+

1

2
(f ′(x)x+ f(x))

⇒ f(x)

2
=

f(0)

2
+

f ′(x)x

2
⇒ f ′(x)x− f(x) = −f(0)

⇒ f ′(x)x− f(x)

x2
= −f(0)

x2

⇒
(
f(x)

x

)′

= −f(0)

x2

⇒ f(x)

x
=

f(0)

x
+ c

⇒ f(x) = f(0) + cx,

όπου το c είναι µια αυθαίρετη σταθερά.

6. ΄Εχει παρατηρηθεί ότι αν ο πληθυσµός ελαφιών σε µια περιοχή πέσει κάτω από ένα ορισµένο
επίπεδο m το είδος απειλείται µε εξαφάνιση, ενώ αν υπερβεί µια ορισµένη οριακή τιµή M ο
πληθυσµός ϑα ελαττωθεί ξανά προς το M εξαιτίας ασθενιών και κακής διατροφής.

(αʹ) Εξετάστε αν το µοντέλο εξέλιξης του πληθυσµού

dP

dt
= rP (M − P )(P −m),

όπου r είναι µια ϑετική σταθερά αναλογίας, περιγράφει την εξέλιξη του πληθυσµού.

(ϐʹ) Επιλύστε την εξίσωση και επιβεβαιώστε την ορθότητα του µοντέλου.


