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Εαρινό εξάµηνο 2025

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 10 & 11. Ολοκληρώµατα

1. Αν η f : [0, 1] → R είναι συνεχής συνάρτηση, δείξτε ότι∫ π/2

0
f(sinx) dx =

∫ π/2

0
f(cosx) dx.

Λύση

Από τη σχέση

sinx = cos

(
x− π

2

)
ϐρίσκουµε∫ π/2

0
f(sinx) dx =

∫ π/2

0
f

(
cos

(
x− π

2

))
dx

=

∫ 0

−π/2
f(cos t) dt t = x− π

2
, dt = dx

=

∫ 0

−π/2
f(cos(−t)) dt η cos είναι άρτια συνάρτηση

= −
∫ 0

π/2
f(cos y) dy y = −t, dy = −dt

=

∫ π/2

0
f(cosx) dx.

2. Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα

(αʹ)
∫

sin5 x dx. (ϐʹ)
∫

sin4 x dx.

Λύση

(αʹ) Υπολογίζουµε∫
sin5 x dx =

∫
sin4 x sinx dx =

∫
(sin2 x)2 sinx dx

=

∫
(1− cos2 x)2 sinx dx u = cosx, du = − sinx dx

=

∫
−(1− u2)2 du

=

∫
(−1 + 2u2 − u4) du

= −u+
2

3
u3 − 1

5
u5 + C

= − cosx+
2

3
cos3 x− 1

5
cos5 x+ C.
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(ϐʹ) Μια διαδικασία ανάλογη αυτής που ακολουθήθηκε στο (α΄) στη περίπτωση αυτή δεν δουλεύει.
Εδώ χρησιµοποιούµε τον τύπο του διπλασίου τόξου

cos(2x) = cos2 x− sin2 x = 2 cos2 x− 1 = 1− 2 sin2 x (1)

απ΄ όπου προκύπτουν οι χρήσιµες σχέσεις/αντικαταστάσεις

cos2 x =
1 + cos(2x)

2
, sin2 x =

1− cos(2x)

2
. (2)

Κάνοντας χρήση αυτού του αποτελέσµατος παίρνουµε∫
sin4 x dx =

∫
(sin2 x)2 dx =

∫ (
1− cos(2x)

2

)2

dx

=

∫
1

4

(
1− 2 cos(2x) + cos2(2x)

)
dx

=

∫
1

4

(
1− 2 cos(2x) +

1 + cos(4x)

2

)
dx

=

∫ (
3

8
− 1

2
cos(2x) +

1

8
cos(4x)

)
dx

=
3

8
x− 1

4
sin(2x) +

1

32
cos(4x) + C.

3. ∆εδοµένου ότι secx = cosx/(1− sin2 x) δείξτε ότι∫
secx dx =

1

2
log

∣∣∣∣1 + sinx

1− sinx

∣∣∣∣+ C.

Λύση

secx =
1

cosx
=

cosx

1− sin2 x
=

1

2

(
cosx

1− sinx
+

cosx

1 + sinx

)
.

4. Αναδροµικοί τύποι. Με ολοκλήρωση κατά µέρη αποδείξτε τις αναδροµικές σχέσεις

(αʹ)
∫

sinn x dx = −sinn−1 x cosx

n
+

n− 1

n

∫
sinn−2 x dx, n = 1, 2, . . . ,

(ϐʹ)
∫

cosn x dx =
cosn−1 x sinx

n
+

n− 1

n

∫
cosn−2 x dx, n = 1, 2, . . . ,

Λύση

(αʹ) Με παραγωντική ολοκλήρωση∫
sinn x dx =

∫
sinn−1 x sinx dx

=

∫
sinn−1 x d(− cosx)

= sinn−1 x(− cosx)−
∫
(n− 1) sinn−2 x cosx(− cosx) dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x(1− sin2 x) dx

= − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x dx− (n− 1)

∫
sinn x dx
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απ΄ όπου έπεται ότι

n

∫
sinn x dx = − sinn−1 x cosx+ (n− 1)

∫
sinn−2 x dx ⇒∫

sinn x dx = −sinn−1 x cosx

n
+

n− 1

n

∫
sinn−2 x dx.

5. Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫
tan−1 x dx,

ϑέτοντας u = tan−1 x και v = x.

Λύση

Από την υπόδειξη έχουµε∫
tan−1 x dx =

∫
u dv = uv −

∫
v du = (tan−1 x)x−

∫
x d(tan−1 x)

= x tan−1 x−
∫

x
1

1 + x2
dx

= x tan−1 x− 1

2

∫
2x

1 + x2
dx

= x tan−1 x− 1

2
log(1 + x2) + c.

6. Το ολοκλήρωµα της αντίστροφης συνάρτησης. ΄Εστω ότι για τη συνάρτηση f υπάρχει η αντίστροφη
συνάρτηση f−1. Αν y = f−1(x) δείξτε ότι∫

f−1(x) dx =

∫
yf ′(y) dy

κατά συνέπεια ∫
f−1(x) dx = yf(y)−

∫
f(y) dy. (3)

Χρησιµοποιώντας την (3) υπολογίστε και εκφράστε το αποτέλεσµα ως συνάρτηση του x καθένα από τα
ολοκληρώµατα

(αʹ)
∫

log x dx. (ϐʹ)
∫

sin−1 x dx. (γʹ)
∫

tan−1 x dx.

Λύση

y = f−1(x) ⇒ x = f(y) ⇒ dx = f ′(y) dy

εποµένως ∫
f−1(x) dx =

∫
yf ′(y) dy

= yf(y)−
∫

f(y) dy.
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(αʹ) Αν y = log x, τότε y = f−1(x) = exp−1 x, όπου expx = ex, εποµένως x = f(y) = exp y, κατά
συνέπεια σύµφωνα µε ό,τι δείξαµε έχουµε∫

log x dx =

∫
exp−1 x dx = (log x)x−

∫
x d log x

= x log x−
∫

x
1

x
dx

= x log x− x+ c.

7. Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
x3 dx√
9− x2

, −3 < x < 3.

Λύση

Βλέπε Σηµειώσεις σελίδες 250-251.

8. ∆είξτε ότι ∫ 2

1

1

(x2 − 2x+ 4)3/2
dx =

1

6
.

Λύση

Βλέπε Σηµειώσεις σελίδες 251-252.

9. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫
dx√

25x2 − 4
, x >

2

5
.

Λύση

Βλέπε Σηµειώσεις σελίδα 252.

10. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫
3x4 − 2x3 + 16x2 − 7x+ 15

(x− 1)(x2 + 4)2
dx.

Λύση

Ο ϐαθµός του παρονοµαστή είναι µεγαλύτερος από αυτόν του αριθµητή οπότε αναλύοντας την υπό
ολοκλήρωση συνάρτηση σε απλά κλάσµατα γράφουµε

3x4 − 2x3 + 16x2 − 7x+ 15

(x− 1)(x2 + 4)2
=

A

x− 1
+

Bx+ C

x2 + 4
+

Dx+ E

(x2 + 4)2
,

απ΄ όπου προκύπτει ότι

3x4 − 2x3 + 16x2 − 7x+ 15 = A(x2 + 4)2 + (Bx+ C)(x− 1)(x2 + 4) + (Dx+ E)(x− 1).

Λύνοντας ϐρίσκουµε A = 1, B = 2, C = 0, E = 1, εποµένως∫
3x4 − 2x3 + 16x2 − 7x+ 15

(x− 1)(x2 + 4)2
dx =

∫
dx

x− 1
+

∫
2x dx

x2 + 4
+

∫
dx

(x2 + 4)2

= log |x− 1|+ log(x2 + 4) + I,
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όπου
I =

∫
dx

(x2 + 4)2
.

Για τον υπολογισµό του I ϑέτουµε

x = 2 tan θ, −π

2
< θ <

π

2
, οπότε x2 + 4 = 4(tan2 θ + 1) = 4 sec2 θ

άρα
θ = tan−1 x

2
, και dx = 2 sec2 θ dθ,

εποµένως

I =

∫
2 sec2 θ dθ

16 sec4 θ
=

1

8

∫
cos2 θ dθ =

1

16

∫
(1 + cos 2θ) dθ

=
1

16
θ +

1

32
sin 2θ + C

=
1

16
θ +

1

16
sin θ cos θ + C

κατά συνέπεια ∫
dx

(x2 + 4)2
=

1

16
tan−1 x

2
+

1

16

x√
x2 + 4

2√
x2 + 4

+ C

=
1

16
tan−1 x

2
+

1

8

x

x2 + 4
+ C.

΄Ετσι τελικά ϐρίσκουµε∫
3x4 − 2x3 + 16x2 − 7x+ 15

(x− 1)(x2 + 4)2
dx = log |x− 1|+ log(x2 + 4) +

1

16
tan−1 x

2
+

1

8

x

x2 + 4
+ C.

11. Αντικαταστάσεις του Euler. Σε ολοκληρώµατα στα οποία η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι της
µορφής G(x,

√
ax2 + bx+ c) µπορούν να χρησιµοποιηθούν οι αντικαταστάσεις√

ax2 + bx+ c = t−
√
ax, αν a > 0√

ax2 + bx+ c = xt+
√
c, αν c > 0.

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫
1√

x2 + 4
dx.

Λύση

Θέτουµε
√
x2 + 4 = t− x, τότε t = x+

√
x2 + 4, εποµένως

dt =

(
1 +

x√
x2 + 4

)
dx =

(
1 +

t−
√
x2 + 4√

x2 + 4

)
dx =

t√
x2 + 4

dx ⇒ 1

t
dt =

1√
x2 + 4

dx

εποµένως ∫
1√

x2 + 4
dx =

∫
1

t
dt

= log |t|+ C

= log |
√
x2 + 4 + x|+ C.
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12. Ανισότητα Cauchy–Schwarz: Εάν οι f και g είναι συνεχείς συναρτήσεις στο [a, b], τότε{∫ b

a
f(x)g(x) dx

}2

≤
{∫ b

a
f2(x) dx

}{∫ b

a
g2(x) dx

}
.

Λύση

Η fg είναι συνεχής άρα ολοκληρώσιµη στο [a, b] και από τις ιδιότητες του ολοκληρώµατος έχουµε

0 ≤
∫ b

a

(
tf(x) + g(x)

)2
dx = t2

∫ b

a
f2(x) dx+ 2t

∫ b

a
f(x)g(t) dx+

∫ b

a
g2(x) dx

για κάθε t ∈ R, κατά συνέπεια η διακρίνουσα του τριωνύµου είναι µη ϑετική, δηλαδή{
2

∫ b

a
f(x)g(t) dx

}2

− 4

{∫ b

a
f2(x) dx

}{∫ b

a
g2(x) dx

}
≤ 0

απ΄ όπου έπεται το Ϲητούµενο.

Παρατήρηση – Βασικό αποτέλεσµα

∆είξαµε (11η ∆ιάλεξη Παράδειγµα 3) ότι∫ +∞

1

1

xp
dx =

{
+∞ p ≤ 1,

1/(p− 1) p > 1.
(4)

Στη συνέχεια εξετάζουµε ως προς τη σύγκλιση το ολοκλήρωµα∫ 1

0

1

xp
dx.

Αν p > 0 η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση απειρίζεται καθώς x → 0 ενώ αν p ≤ 0 η συνάρτηση είναι
συνεχής. Θεωρούµε λοιπόν το ολοκλήρωµα ∫ 1

ϵ

1

xp
dx.

µε 0 < ϵ < 1 και υπολογίζουµε

(αʹ) Για p = 1,∫ 1

ϵ

1

xp
dx =

∫ 1

ϵ

1

x
dx = log x

]1
ϵ

= log 1− log ϵ = − log ϵ → +∞ καθώς ϵ → 0.

(ϐʹ) Για p ̸= 1, ∫ 1

ϵ

1

xp
dx =

∫ 1

ϵ
x−p dx =

1

1− p
x1−p

]1
ϵ

=
1

1− p
(1− ϵ1−p).

οπότε ∫ 1

0

1

xp
dx = lim

ϵ→0

∫ 1

ϵ

1

xp
dx = lim

ϵ→0

1

1− p
(1− ϵ1−p) =

1

1− p

(
1− lim

ϵ→0
ϵ1−p

)
Αν 1− p > 0 ⇔ p < 1, τότε ϵ1−p → 0 καθώς ϵ → 0, ενώ αν 1− p < 0 ⇔ p > 1, τότε

ϵ1−p =
1

ϵp−1
→ +∞ καθώς ϵ → 0.
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΄Ετσι τελικά ∫ 1

0

1

xp
dx =

{
1/(1− p) p ≤ 1,

+∞ p > 1.
(5)

Στην 11η ∆ιάλεξη δείξαµε την περίπτωση p = 1/2. Ερώτηση: Υπάρχει p ∈ R για το οποίο το
ολοκλήρωµα ∫ ∞

0

1

xp
dx

συγκλίνει ;

13. Εξετάστε κατά πόσον το ολοκλήρωµα ∫ +∞

a
xe−x dx,

όπου a είναι πραγµατικός αριθµός, συγκλίνει.

Λύση

Βλέπε Σηµειώσεις σελίδα 271.

14. ∆ίνεται το ολοκλήρωµα ∫ +∞

0

dx

x2 − x+ 1
.

(αʹ) ∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα συγκλίνει.
(ϐʹ) Να ϐρεθεί η τιµή του ολοκληρώµατος.

Λύση

Παρατηρούµε ότι

x2 − x+ 1 = x2 − 2
1

2
x+

1

4
+

3

4
=

(
x− 1

2

)2

+
3

4
≥ 3

4
(6)

κατά συνέπεια η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι συνεχής και το ολοκλήρωµα είναι δεύτερου είδους.

(αʹ) Θέλουµε να συγκρίνουµε το ολοκλήρωµα µε κάποιο το οποίο γνωρίζουµε ότι συγκλίνει, ϑα
προσπαθήσουµε να το συγκρίνουµε µε το ϐασικό (4). Παρατηρούµε ότι

x2 − x+ 1 >
x2

2
⇔ x2

2
− x+ 1 > 0 ⇔ x2 − 2x+ 2 > 0 ⇔ (x− 1)2 + 1 > 0

που ισχύει, συνεπώς

x2 − x+ 1 >
x2

2
. (7)

Ετσι γράφουµε, για να αποµακρυνθούµε από το άκρο 0,∫ +∞

0

dx

x2 − x+ 1
=

∫ 1

0

dx

x2 − x+ 1
+

∫ +∞

1

dx

x2 − x+ 1

≤
∫ 1

0

dx

x2 − x+ 1
+

∫ +∞

1

2 dx

x2

από την (7)

=

∫ 1

0

dx

x2 − x+ 1
+ 2

∫ +∞

1

dx

x2

Το πρώτο ολοκλήρωµα είναι το ολοκλήρωµα Riemann µιας συνεχούς συνάρτησης, άρα υπάρ-
χει (για την ακρίβεια είναι µικρότερο ή ίσο από 4/3 από την (6)), και το δεύτερο ολοκλήρωµα
συγκλίνει από την (4) (p = 2), κατά συνέπεια το δοσµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει.
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(ϐʹ) Από την (6) έχουµε, εφόσον το ολοκλήρωµα συγκλίνει∫ +∞

0

dx

x2 − x+ 1
=

∫ ∞

0

dx(
x− 1

2

)2
+ 3

4

=

∫ ∞

0

dx
3
4

[
4
3

(
x− 1

2

)2
+ 1

]
=

4

3

∫ ∞

0

dx(
2√
3
x− 1√

3

)2
+ 1

=
2√
3

∫ ∞

0

d
(

2√
3
x− 1√

3

)
(

2√
3
x− 1√

3

)2
+ 1

=
2√
3

(
arctan(+∞)− arctan

(
− 1√

3

))
=

2√
3

(
π

2
+

π

6

)
=

4π

3
√
3

15. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

∞∑
n=1

1

n(log n+ 1)p
, p > 0

για τις διάφορες τιµές της παραµέτρου p.

Λύση

Συγκρίνουµε µε το ολοκλήρωµα ∫ ∞

1

1

x(log x+ 1)p
dx, p > 0.

Θέτοντας t = log x+ 1, έχουµε dt = 1
x dx οπότε∫ ∞

1

1

x(log x+ 1)p
dx =

∫ t(∞)

t(1)

1

tp
dt =

∫ ∞

1

1

tp
dt, p > 0.

Το τελευταίο ολοκλήρωµα συγκλίνει για p > 1, ϐλέπε (4), εποµένως από το κριτήριο του ολοκληρώ-
µατος η δοσµένη σειρά συγκλίνει αν και µόνο αν p > 1.

16. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις σειρές

(αʹ)
∞∑
n=1

1

n
√
n

(ϐʹ)
∞∑
n=1

log n

n2

(γʹ)
∞∑
n=1

n

2n

(δʹ)
∞∑
n=2

ne−n2

Λύση

Η ιδέα είναι να χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του ολοκληρώµατος, έτσι

(αʹ)
∞∑
n=1

1

n
√
n
∼

∫ ∞

1

1

x
√
x
dx =

∫ ∞

1

1

x3/2
dx < ∞, αφού p = 3/2 > 1.
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(ϐʹ)
∞∑
n=1

log n

n2
∼

∫ ∞

1

log x

x2
dx =

∫ ∞

0

y

ey
dy < ∞, είναι η ΄Ασκηση 13, όπου ϑέσαµε y = log x ⇔ x = ey

και dy = 1
x dx.

(γʹ)
∞∑
n=1

n

2n
∼

∫ ∞

1

x

2x
dx < ∞, τι 2 τι e, ϐλέπε (ϐ΄).

(δʹ)
∞∑
n=2

ne−n2 ∼
∫ ∞

1
xe−x2

dx =
1

2

∫ ∞

1
e−y dy = −1

2
e−y

]∞
1

= −0 +
1

2e
, όπου ϑέσαµε y = x2, οπότε

dy = 2x dx.

17. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τα ολοκληρώµατα

(αʹ)
∫ +∞

0

1√
1 + x3

dx.

(ϐʹ)
∫ +∞

0

x

1 + x3/2
dx.

(γʹ)
∫ +∞

0

1

x
√
1 + x

dx.

(δʹ)
∫ +∞

0

1√
x(1 + x)

dx.

Λύση

(αʹ) Η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι συνεχής στο [0,+∞) και για µεγάλα x συµπεριφέρεται όπως
η 1/

√
x3 για την οποία το σχετικό ολοκλήρωµα υπάρχει, είναι η περίπτωση p = 3/2 > 1. Ειδικά

για x ≥ 1 έχουµε √
x3 <

√
1 + x3 ≤

√
x3 + x3,

οπότε ∫ +∞

0

1√
1 + x3

dx =

∫ 1

0

1√
1 + x3

dx+

∫ +∞

1

1√
1 + x3

dx

≤
∫ 1

0

1√
1 + x3

dx+

∫ +∞

1

1√
x3

dx

=

∫ 1

0

1√
1 + x3

dx+

∫ +∞

1

1

x3/2
dx.

Το πρώτο ολοκλήρωµα είναι το ολοκλήρωµα Riemann µιας συνεχούς συνάρτησης και το δεύτερο
είναι ένα p-ολοκλήρωµα δεύτερου είδους µε p = 3/2 > 1, κατά συνέπεια συγκλίνει, εποµένως το
αρχικό ολοκλήρωµα συγκλίνει.

(ϐʹ) Η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση είναι συνεχής στο [0,+∞) και για µεγάλα x συγκρίνεται µε
την x/x3/2 = 1/x1/2 για την οποία το σχετικά ολοκλήρωµα δεν υπάρχει αφού p = 1/2 < 1.
Συγκεκριµένα για x ≥ 1 έχουµε

x3/2 < 1 + x3/2 ≤ 2x3/2,

οπότε ∫ +∞

0

x

1 + x3/2
dx =

∫ 1

0

x

1 + x3/2
dx+

∫ +∞

1

x

1 + x3/2
dx

≥
∫ 1

0

x

1 + x3/2
dx+

∫ +∞

1

x

(2x)3/2
dx

=

∫ 1

0

x

1 + x3/2
dx+

1

23/2

∫ +∞

1

1

x1/2
dx.

Το πρώτο ολοκλήρωµα υπάρχει, αλλά το δεύτερο δεν συγκλίνει αφού p = 1/2 < 1, κατά συνέπεια
το δοσµένο ολοκλήρωµα δεν συγκλίνει.
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(γʹ) Η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση απειρίζεται στο x = 0, επιπλέον για x κοντά στο µηδέν η συνάρ-
τηση συγκρίνεται µε την 1/x ενώ για µεγάλα x µε την 1/x

√
x. ΄Ετσι γράφουµε

∫ +∞

0

1

x
√
1 + x

dx =

∫ 1

0

1

x
√
1 + x

dx+

∫ +∞

1

1

x
√
1 + x

dx

≥
∫ 1

0

1

x
√
2
dx+

∫ +∞

1

1

x
√
1 + x

dx

=
1√
2

∫ 1

0

1

x
dx+

∫ +∞

1

1

x
√
1 + x

dx.

Το πρώτο ολοκλήρωµα είναι ένα p-ολοκλήρωµα δεύτερου είδους µε p = 1, άρα αποκλίνει,
συνεπώς και το δοσµένο ολοκλήρωµα αποκλίνει.

(δʹ) Η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση απειρίζεται στο x = 0, επιπλέον για x κοντά στο µηδέν η συνάρ-
τηση συγκρίνεται µε την 1/

√
x, αφού 1 + x ≃ 1, ενώ για µεγάλα x µε την 1/x

√
x, συγκεκριµένα

για x ≥ 0 έχουµε

√
x(1 + x) ≥

√
x

√
x(1 + x) ≥ x

√
x.

΄Ετσι γράφουµε

∫ +∞

0

1√
x(1 + x)

dx =

∫ 1

0

1√
x(1 + x)

dx+

∫ +∞

1

1√
x(1 + x)

dx

≤
∫ 1

0

1√
x
dx+

∫ +∞

1

1

x3/2
dx

=
1

1− 1/2
+

1

3/2− 1

= 2 + 1

από τις (4) και (5), συνεπώς και το δοσµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει.

18. Εξετάστε αν το ολοκλήρωµα ∫ +∞

1

ex

xx
dx

συγκλίνει συγκρίνοντάς το µε τη σειρά
∞∑
n=1

(
e

n

)n

.

Λύση

Επειδή e = 2.71828182846... έχουµε ότι

e

n
≤ e

3
< 1, n = 3, 4, . . .
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΄Ετσι
∞∑
n=1

(
e

n

)n

= e+

(
e

2

)2

+
∞∑
n=3

(
e

n

)n

≤ e+

(
e

2

)2

+

∞∑
n=3

(
e

3

)n

(γεωµετρική σειρά)

≤ e+

(
e

2

)2

+
e/3

1− e/3

= e+

(
e

2

)2

+
e

3− e
,

εποµένως η σειρά συγκλίνει. Αν ορίσουµε f(x) = (e/x)x, x > 1, οι όροι της σειράς είναι οι όροι
της ακολουθίας f(1), f(2), f(3), . . . , επιπλέον η ακολουθία είναι ϕθίνουσα, εποµένως εφαρµόζεται το
κριτήριο του ολοκληρώµατος κατά συνέπεια αφού η σειρά συγκλίνει έπεται ότι και το ολοκλήρωµα
συγκλίνει.

19. Να ϐρεθεί ικανή και αναγκαία συνθήκη µετξύ των p > 0 και q > 0 ώστε να συγκλίνει το ολοκλήρωµα∫ ∞

0

xp

xq + 1
dx.

Λύση

Από τις ιδιότητες του ολοκληρώµατος έχουµε∫ ∞

0

xp

xq + 1
dx =

∫ 1

0

xp

xq + 1
dx+

∫ ∞

1

xp

xq + 1
dx

= A+

∫ ∞

1

xp

xq + 1
dx

όπου A είναι η τιµή του ολοκληρώµατος Riemann της συνεχούς συνάρτησης xp/(xq+1) στο διάστηµα
[0, 1]. Σχετικά µε το δεύτερο ολοκλήρωµα παρατηρώντας ότι

1 ≤ xq < xq + 1 ≤ xq + xq, x ≥ 1

έχουµε ∫ ∞

1

xp

2xq
dx ≤

∫ ∞

1

xp

xq + 1
dx ≤

∫ ∞

1

xp

xq
dx

ισοδύναµα
1

2

∫ ∞

1

1

xq−p
dx ≤

∫ ∞

1

xp

xq + 1
dx ≤

∫ ∞

1

1

xq−p
dx.

Από την τελευταία ανισότητα συµπεραίνουµε ότι το ολοκλήρωµα στη µέση, άρα και το αρχικό, συγκλί-
νει αν και µόνο εάν τα ολοκληρώµατα στα άκρα της ανισότητας συγκλίνουν, ισοδύναµα αν και µόνο
αν q − p > 1, ισοδύναµα αν και µόνο αν q > p+ 1.


