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Μιγαδικοί αριθµοί

Ορισµοί

Αν z = x + iy , τότε

Το πραγµατικό µέρος του z είναι ο Rez = x .

Το φανταστικό µέρος του z είναι ο Imz = y .

Το µέτρο του z είναι ο |z| =
√

x2 +y2 (= η απόσταση του z από το 0).

Ο συζυγής του z είναι ο z = x − iy .

Συνέπειες

zz = (x + iy)(x − iy)= x
2 − (iy)2 = x

2 +y
2 = |z|2

z
−1 = 1

z
= z

zz
= z

|z|2 = x

x2 +y2
− i

y

x2 +y2
.

(Ε1.) Να ϐρεθούν όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί z τέτοιοι ώστε:

1 |z − i| = 1

2 |z −2| = |z|
3 1<Rez < 2

4 1< |z| < 2

5 | Imz| ≥ 1

6 π
6
<Arg z < π

3
,
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Μιγαδικοί αριθµοί

Τριγωνοµετρική µορφή µιγαδικού αριθµού

Εάν z = x + iy ̸= 0 τότε

z = x + iy =
√

x2 +y2

(
x√

x2 +y2
+ i

y√
x2 +y2

)
= r(cosθ+ i sinθ)

Η τριγωνοµετρική µορφή του z είναι η έκφραση z = r(cosθ+ i sinθ)

x

iy

0

θ =Arg z

z = r(cosθ+ i sinθ)

r = |z|

x

y

x = r cosθ

y = r sinθ

Σχήµα: Τριγωνοµετρική µορφή µιγαδικού αριθµού.
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Μιγαδικοί αριθµοί

Ο τύπος το de Moivre

(cosθ+ i sinθ)n = cos(nθ)+ i sin(nθ), n ∈N.

΄Εστω z = r(cosθ+ i sinθ), τότε

z
n = r

n(cos(nθ)+ i sin(nθ)), n ∈N
και αν z ̸= 0

z
−n = (z−1)n =

(
1

z

)n

= 1

rn
[cos(−nθ)+ i sin(−nθ)], n ∈N

Αν w = ρ(cosφ+ i sinφ), η εξίσωση zn =w , µε n ∈N έχει n το πλήθος ϱίζες τις

zk = n
p
ρ
(
cos

φ+2kπ

n
+ i sin

φ+2kπ

n

)
, k = 0,1, . . . ,n−1.

(Ε2.) Να ϐρεθούν

1 Οι τρίτες ϱίζες του z = 1.

2 Οι τέταρτες ϱίζες του z = 1+ i.
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Μιγαδικές συναρτήσεις

Η εκθετική συνάρτηση, τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Ορισµός: Αν z = x + iy ∈C ορίζουµε

e
z = e

x+iy = e
x(cosy + i siny)

cosz = 1

2
(eiz +e

−iz)

sinz = 1

2i
(eiz −e

−iz)

Ιδιότητες: Αν z και w είναι µιγαδικοί αριθµοί, τότε

1 ez+w = ezew

2 |ez | = eRez

3 eiy = cosy + i siny ⇒|eiy | = 1 για κάθε y ∈R.

Καρτεσιανή, τριγωνοµετρική και εκθετική µορφή µιγαδικού αριθµού

z = x + iy = r(cosθ+ i sinθ)= re
iθ
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Μιγαδικές συναρτήσεις

Παρατήρηση

1 Αν z = r(cosθ+ i sinθ)= reiθ και w = ρ(cosφ+ i sinφ)= ρeiφ, τότε

zw = rρ(cos(θ+φ)+ i sin(θ+φ))= rρe
i(θ+φ)

z

w
= r

ρ
(cos(θ−φ)+ i sin(θ−φ))= r

ρ
e

i(θ−φ)

2 ez ̸= 0, αφού |ez | = eRez > 0.

3 Η f(t)= eit απεικονίζει την πραγµατική ευθεία στον µοναδιαίο κύκλο.

Ορισµός

Για z ∈C ορίζουµε

tanz = sinz

cosz
, cotz = cosz

sinz
, secz = 1

cosz
, cscz = 1

sinz

µε κατάλληλο πεδίο ορισµού για κάθε µία από αυτές.
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Μιγαδικές συναρτήσεις

(Ε3.) Αποδείξτε ότι

1 cos2 z + sin2
z = 1, για κάθε z ∈C

2 cos(z +w)= cosz cosw − sinz sinw , για κάθε Ϲευγάρι z,w ∈C
3 sin(z +w)= sinz cosw +cosz sinw , για κάθε Ϲευγάρι z,w ∈C

(Ε4.) ∆είξτε ότι

1 cosz = 0⇔ z =mπ+π/2, όπου m ∈Z.

2 sinz = 0⇔ z =mπ, όπου m ∈Z.

(Ε5.) Αποδείξτε κάθε µια από τις σχέσεις

1 ez = ez

2 cosz = cosz

3 sinz = sinz
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Μιγαδικές συναρτήσεις

(Ε6.) Να ϐρεθεί η εικόνα της ευθείας z = 2+ iy , −∞ < y < +∞ µέσω της

απεικόνισης f(z)= ez .

(Ε7.) Να ϐρεθεί η εικόνα του πρώτου ογδοηµορίου µέσω της απεικόνισης f(z)=
z2.

(Ε8.) Αν z = 2+2i, τότε

1 Re(z21)= 2 Im(z21)= 3 Arg(z21)=

(Ε9) Re(iz)=− Imz, Im(iz)=Rez. Σωστό/Λάθος

(Ε10.) Αν z ̸= 0 να ϐρεθούν οι Re(1/z), Im(1/z).

(Ε11.) Αποδείξτε ότι |z| = 1 αν και µόνο αν 1/z = z.

(Ε12.) Εάν |a| = 1, ή |b| = 1, δείξτε ότι∣∣∣∣ a−b

1−ab

∣∣∣∣= 1.
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Πραγµατικές συναρτήσεις

(Ε13.) Απαντήστε στα ερωτήµατα

Αν lim
x→δ

3
x = 1, τότε δ=

Αν lim
x→δ

3
x = 2, τότε δ=

Αν lim
n→∞ r

n = 0, τότε |r | < 1. Σωστό/Λάθος

Αν δ> 0, και lim
n→∞(1+δ)an = 0, τότε a < 0. Σωστό/Λάθος

(Ε14.) Για ποια τιµή του c η συνάρτηση

f(x)= x
2 − c

x

1 εµφανίζει τοπικό ελάχιστο στο x = 2;

2 εµφανίζει σηµείο καµπής στο x = 1;

3 είναι αύξουσα στο (0,+∞);
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Πραγµατικές συναρτήσεις

(Ε15.) Να ϐρεθούν όλες οι τιµές των x,y ∈R ώστε

|x7 −y
7| ≤ 7|x −y |.

(Ε16.) ∆ίνεται η f(x)= 3 log(x +1), όπου x >−1.

1 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού για την f µε κέντρο το x = 0.

2 Εκτιµήστε την ακρίβεια της προσέγγισης της f µε το πολυώνυµο Taylor 2ου

ϐαθµού στο διάστηµα −1/2≤ x ≤ 1/2.

(Ε17.) Σκεφτείτε γεωµετρικά, ένα σχήµα βοηθάει. Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής

είναι χρήσιµο. Αν η f(x) είναι συνεχής στο διάστηµα [−1,1], υπολογίστε

1 lim
ϵ→0

∫ ϵ

−ϵ
f(x)dx =

2 lim
ϵ→0

1

2ϵ

∫ ϵ

−ϵ
f(x)dx =
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Πραγµατικές συναρτήσεις

(Ε18.) Για t > 0 και L > 0 ϑέτουµε

AL(t)=
∫

L

0

e
−tx

dx.

1 Υπολογίστε το AL(t).

2 Υπολογίστε το όριο

lim
L→+∞AL(t).

3 Επιλέξτε κυκλώνοντας το σωστό χαρακτηρισµό

L1 < L2 ⇒
∫

L1

0

e
−tx

dx <
∫

L2

0

e
−tx

dx . Σωστό/Λάθος

∫ +∞

0

e
−tx

dx = lim
L→+∞AL(t). Σωστό/Λάθος

d

dL

∫
L

0

e
−tx

dx = e
−tL

. Σωστό/Λάθος
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Πραγµατικές συναρτήσεις

(Ε19.) Να προσδιοριστούν όλες οι λύσεις της εξίσωσης

y
′+3ty = t .

(Ε20.) ΄Εχει παρατηρηθεί ότι αν ο πληθυσµός ελαφιών σε µια περιοχή πέσει κάτω

από ένα ορισµένο επίπεδο m το είδος απειλείται µε εξαφάνιση, ενώ αν υπερβεί

µια ορισµένη οριακή τιµή M ο πληθυσµός ϑα ελαττωθεί ξανά προς το M εξαιτίας

ασθενιών και κακής διατροφής.

1 Εξετάστε αν το µοντέλο εξέλιξης του πληθυσµού

dP

dt
= rP(M−P)(P −m),

όπου r είναι µια ϑετική σταθερά αναλογίας, περιγράφει την εξέλιξη του

πληθυσµού.

2 Επιλύστε την εξίσωση και επιβεβαιώστε την ορθότητα του µοντέλου.
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Πραγµατικές συναρτήσεις

Λύση στο 2.
• Οι P =M, P =m και P = 0 είναι λύσεις της εξίσωσης.

• Η συνάρτηση f(P) στο δεξιό µέλος της εξίσωσης ικανοποιεί τις συνθήκες που

εξασφαλίζουν µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος αρχικών τιµών, έτσι αν

P0 ∉ {0,m,M} η λύση P δεν παίρνει ποτέ κάποια από τις τρεις αυτές τιµές. Για µια

τέτοια P γράφουµε την εξίσωση ως∫
dP

P(M−P)(P −m)
=

∫
r dt (1)

Αναλύοντας σε απλά κλάσµατα

1

P(M−P)(P −m)
= a

P
+ b

M−P
+ c

P −m

ϐρίσκουµε

a =− 1

mM
, b = 1

M(M−m)
, c = 1

m(M−m)
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Πραγµατικές συναρτήσεις

και η (1) γίνεται

− 1

mM

∫
dP

P
+ 1

M(M−m)

∫
dP

M−P
+ 1

m(M−m)

∫
dP

P −m
= rt +c

απ΄ όπου ϑέτοντας µ=mM(M−m) παίρνουµε

−(M−m) log |P|−m log |M−P|+M log |P −m| =µrt +µc

M(log |P −m|− log |P|)−m(log |M−P|− log |P|)=µrt +C

ή

M log |1−m/P|−m log |M/P −1| =µrt +C

ή

log
|1−m/P|M
|M/P −1|m =µrt +C ⇒ |1−m/P|M

|1−M/P|m = e
C

e
µrt =Ae

µrt

όπου A µια σταθερά που προσδιορίζεται από τις αρχικές συνθήκες.
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Πραγµατικές συναρτήσεις

Για παράδειγµα αν m < P0 <M, όπου P0 = P(0), τότε από την ανάλυση που έγινε

στην τάξη ϑα είναι m < P(t)<M και η λύση δίνεται από την(
1− m

P

)M

=
(
M

P
−1

)m

Ae
µrt

απ΄ όπου υπολογίζεται το A και συνάγεται ότι καθώς t →∞ ϑα πρέπει P(t)→M,

και µάλιστα, εκθετικά ώστε να µην απειρίζεται το δεξιό µέλος της εξίσωσης.
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Πραγµατικές συναρτήσεις

(Ε21.) Υποθέστε ότι η σειρά
∑∞

n=0
an συγκλίνει και ότι an ≥ 0.

Σωστό/Λάθος. Η σειρά

∞∑
n=1

an

n
συγκλίνει.

0≤ an

n
≤ an ∀n ⇒ 0≤

∞∑
n=1

an

n
≤

∞∑
n=1

an <+∞

Σωστό/Λάθος. Η δυναµοσειρά

∞∑
n=0

anx
n

συγκλίνει απολύτως αν x ∈ (−1,1).

x ∈ (−1,1), οπότε 0≤ |anx
n| ≤ an ∀n ⇒ 0≤

∞∑
n=0

|anx
n| ≤

∞∑
n=0

an <+∞
Σωστό/Λάθος. lim

n→∞
p

an = 0.

Η σειρά

∞∑
n=0

an συγκλίνει, εποµένως lim
n→∞an = 0, οπότε lim

n→∞
p

an = 0

Σωστό/Λάθος. Η σειρά

∞∑
n=0

a
2
n συγκλίνει.

Αφού lim
n→∞an = 0, υπάρχει N ώστε an < 1, για n≥N, έτσι 0≤ a2

n ≤ an για

n≥N, εποµένως 0≤
∞∑

n=N

a
2
n ≤

∞∑
n=N

an <+∞, άρα 0≤
∞∑

n=0

a
2
n <+∞
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Πραγµατικές συναρτήσεις

(Ε22.) Η εξίσωση
2

π
arctanx = sinx

έχει άπειρες ϱίζες στους πραγµατικούς αριθµούς.

(Ε23.) Για ποιά a είναι η συνάρτηση f(x)= ax+cosx αύξουσα, ϕθίνουσα, ή τίποτα

από τα δύο;

f ′(x)= a− sinx και −1≤ sinx ≤ 1, ∀x ∈R, κατά συνέπεια

1 Αύξουσα ⇔ f ′(x)≥ 0 ⇔ a ≥ sinx ⇔ a ≥ 1

2 Φθίνουσα ⇔ f ′(x)≤ 0 ⇔ a ≤ sinx ⇔ a ≤−1

3 Μη µονότονη ⇔ η f ′(x) αλλάζει πρόσηµο ⇔ −1< a < 1
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Πραγµατικές συναρτήσεις

(Ε24.) Εξετάστε για ποιά p > 0 το ολοκλήρωµα

I(p)=
∫ +∞

1

logx

xp
dx

συγκλίνει.

Είναι

I(p)=
∫ +∞

1

logx

xp
dx = lim

ξ→+∞

∫ ξ

1

logx

xp
dx.

• Για p = 1 και y = logx έχουµε∫ ξ

1

logx

x
dx =

∫ logξ

0

y dy = y2

2

∣∣∣∣logξ
0

= 1

2
(logξ)2 →+∞ καθώς ξ→+∞.
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Πραγµατικές συναρτήσεις

• Για p ̸= 1∫ ξ

1

logx

xp
dx =

∫ ξ

1

(
x1−p

1−p

)′
logx dx = x1−p

1−p
logx

∣∣∣∣ξ
1

−
∫ ξ

1

x1−p

1−p

1

x
dx

= 1

p−1

(
− logξ

ξp−1
+

∫ ξ

1

1

xp
dx

)
= 1

p−1

[
− logξ

ξp−1
+ 1

p−1

(
1− 1

ξp−1

)]
Αν p < 1 και τα δύο κλάσµατα που εξαρτώνται από το p αποκλίνουν στο +∞
καθώς ξ→+∞, άρα I(p)=+∞ (γιατί;).

Αν p > 1 γράφουµε p−1= q > 0 και

lim
ξ→+∞

logξ

ξq
= lim

ξ→+∞
1/ξ

qξq−1
= lim

ξ→+∞
1

qξq
= 0 (L’Hospital)

lim
ξ→+∞

1

ξq
= 0

΄Αρα το ολοκλήρωµα συγκλίνει για p > 1 και στην περίπτωση αυτή I(p)= 1

(p−1)2
.
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Πραγµατικές συναρτήσεις

(Ε25.) Υπολογίστε το όριο της σειράς

∞∑
n=1

2

(2n−1)(2n+1)
.

Παρατηρούµε ότι
2

(2n−1)(2n+1)
= 1

2n−1
− 1

2n+1

άρα η σειρά είναι τηλεσκοπική, αφού 2n±1 ∈N, έτσι

∞∑
n=1

2

(2n−1)(2n+1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

2

(2n−1)(2n+1)

= lim
N→∞

N∑
n=1

(
1

2n−1
− 1

2n+1

)
= lim

N→∞

(
1− 1

3
+ 1

3
− 1

5
+ 1

5
− 1

7
+·· ·+ 1

2N−1
− 1

2N+1

)
= lim

N→∞

(
1− 1

2N+1

)
= 1.
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Πραγµατικές συναρτήσεις

(Ε26.) ∆είξτε ότι

ax ≤ a6

6
+ 5

6
x

6/5

για κάθε x > 0 όπου a > 0.

Ορίζοντας

f(x)= a6

6
−ax + 5

6
x

6/5

αρκεί να δείξουµε ότι f(x)≥ 0 για κάθε x > 0. Υπολογίζουµε

f
′(x)=−a+ x

1/5 ⇒ f
′(x)= 0⇔ x = a

5.

Αν x < a5, τότε f ′(x)< 0, εποµένως η f είναι ϕθίνουσα στο (0,a5), ενώ αν x > a5,

τότε f ′(x) > 0, εποµένως η f είναι αύξουσα στο (a5,+∞). Κατά συνέπεια η f

έχει ελάχιστο στο x = a5, εποµένως f(x)≥ f(a5), ισοδύναµα

a6

6
−ax + 5

6
x

6/5 ≥ a6

6
−a

6 + 5

6
a

6 = 0,

απ΄ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.
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