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Εαρινό εξάµηνο 2024

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 07: Παράγωγοι συναρτήσεων

1. Η εξίσωση x2 = tanx έχει άπειρες ϱίζες στους πραγµατικούς αριθµούς. Σ Λ

Επειδή tan 0 = 0, η x = 0 είναι ϱίζα της εξίσωσης. Για x ̸= 0 η δοσµένη εξίσωση είναι ισοδύναµη
µε την cotx = 1/x2. Παρατηρούµε ότι για κάθε k ̸= 0 υπάρχει xk στο διάστηµα [kπ, kπ + π/2] µε

−2

−1

1

2

0

f(x) = cotxf(x) = 1
x2

−π π−π/2 π/2 3π/2 2π

cotxk = (1/xk)
2. Κατά συνέπεια η αρχική εξίσωση έχει άπειρες ϱίζες.

2. Επιλέξτε και κυκλώστε ανάλογα. Αν οι f και g είναι αύξουσες συναρτήσεις

(αʹ) Η f + g είναι αύξουσα. Σ Λ

(ϐʹ) Η fg είναι αύξουσα. Σ Λ
Οι f(x) = x, g(x) = x3 είναι αύξουσες συναρτήσεις, αλλά η h(x) = f(x)g(x) = x4 δεν είναι
αύξουσα.

3. Να ϐρεθεί η τιµή του c ώστε η εφαπτόµενη ευθεία στην γραφική παράσταση της y = ex στο σηµείο
(c, ec) να είναι η y = ex.

Λύση

Αν y = f(x) = ex, η εξίσωση της εφαπτόµενης ευθείας στο (c, ec) είναι

y − ec = f ′(c)(x− c) = ec(x− c) ⇒ y = ecx+ ec(1− c),

κατά συνέπεια c = 1.

4. Αν a είναι µια πραγµατική παράµετρος, εξετάστε κατά πόσον η συνάρτηση fa(x) = x − a sinx είναι
αύξουσα, ϕθίνουσα, ή τίποτα από τα δύο ;
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5. ∆είξτε ότι | cos 2x− cos 2y| ≤ 2|x− y|.

6. Να ϐρεθεί η ελάχιστη τιµή του M για την οποία ισχύει |x3 − y3| ≤ M |x − y| για όλα τα x, y στο
διάστηµα [−2, 1].

Λύση

Από το Θεώρηµα της µέσης τιµής για f(x) = x3, f ′(x) = 3x2 έχουµε

x3 − y3 = 3ξ2(x− y)

για κάποιο ξ µεταξύ x και y, που εξαρτάται από το x και από το y, άρα για κάποιο ξ, στο [−2, 1],
εποµένως

|x3 − y3| = 3ξ2|x− y|

≤ 3
(

max
−2≤ξ≤1

ξ2
)
|x− y| (ώστε να ισχύει για όλα τα x, y)

= 3(−2)2|x− y|,

άρα το ελάχιστο M για το οποίο ισχύει η ανισότητα είναι ίσο µε 3(−2)2 = 12.

Σηµειώστε ότι για M = 13 η ανισότητα ισχύει, ενώ για M = 11 δεν ισχύει για όλα τα x και y στο
[−2, 1] (γιατί ;)1.

7. (αʹ) ∆είξτε ότι η εξίσωση 3
√
x = 1− x έχει ακριβώς µία ϱίζα στους πραγµατικούς αριθµούς και δώστε

ένα λογικό διάστηµα το οποίο την περιέχει.
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(ϐʹ) Αν 0 < a < b και x, y ∈ [a, b], να δειχτεί ότι

|y − x|
3

3
√
b2

≤ | 3
√
y − 3

√
x| ≤ |y − x|

3
3
√
a2

.

Λύση

(αʹ) Η συνάρτηση f(x) = 3
√
x + x − 1 είναι συνεχής και παρατηρούµε ότι f(0) = −1 και f(1) = 1,

κατά συνέπεια από το Θεώρηµα της Ενδιάµεσης Τιµής υπάρχει x0 ∈ (0, 1) ώστε f(x0) = 0,
ισοδύναµα 3

√
x0 = 1 − x0. ∆είχνουµε µοναδικότητα της ϱίζας αποδεικνύοντας ότι η f είναι

µονότονη συνάρτηση. Για x ̸= 0 υπολογίζουµε

f ′(x) =
1

3
x−2/3 + 1 =

1

3

1
3
√
x2

+ 1 > 0,

1Για κάθε ϵ > 0 υπάρχουν xϵ, yϵ ώστε |x3
ϵ − y3

ϵ | > (12− ϵ)|xϵ − yϵ|. Πάρτε για παράδειγµα xϵ = −2+ ϵ/9 και yϵ = −2+ ϵ/18.
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κατά συνέπεια η f είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο (−∞, 0) ∪ (0,+∞). Αν x < 0, τότε

3
√
x+ x < 0 ⇒ 3

√
x+ x− 1 < −1 ⇒ f(x) < f(0),

ενώ αν x > 0, τότε
3
√
x+ x > 0 ⇒ 3

√
x+ x− 1 > −1 ⇒ f(x) > f(0),

συνεπώς η f είναι γνησίως αύξουσα συνάρτηση στο R, οπότε η f(x) = 0 έχει µοναδική ϱίζα στο
R εντοπισµένη στο διάστηµα (0, 1).

8. Προσεγγίστε την f(x) =
√
1 + x µε το σχετικό πολυώνυµο Taylor δεύτερου ϐαθµού στο x = 0, και

εκτιµήστε την ακρίβεια της προσέγγισης όταν −1/2 ≤ x ≤ 1/2.

Λύση

Από τον τύπο του Taylor έχουµε

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(ξ)

3!
x3 = P2(x) +R2(x)

για κάποιο ξ = ξ(n, x) µεταξύ 0 και x. Στη συνέχεια υπολογίζουµε

f(x) = (1 + x)1/2 f ′(x) =
1

2
(1 + x)−1/2 f ′′(x) = −1

4
(1 + x)−3/2 f ′′′(x) =

3

8
(1 + x)−5/2

f(0) = 1 f ′(0) =
1

2
f ′′(0) = −1

4
f ′′′(ξ) =

3

8(1 + ξ)5/2
,

οπότε το πολυώνυµο Taylor δεύτερου ϐαθµού, στο 0, είναι

P2(x) = 1 +
1

2
x− 1

8
x2,

έτσι για x κοντά στο 0 είναι
√
1 + x ≈ 1 +

1

2
x− 1

8
x2.

Την ακρίβεια της προσέγγισης εκτιµά το υπόλοιοπο R2(x), αφού f(x)− P2(x) = R2(x), έτσι∣∣∣∣√1 + x−
(
1 +

1

2
x− 1

8
x2

)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 3x3

8(1 + ξ)5/23!

∣∣∣∣ ≤ (1/2)3

16(1− 1/2)5/2
=

1

16
√
2
= 0.0442

επειδή x ∈ [−1/2, 1/2] και 0 < |ξ| < |x|.

Στο σχήµα που ακολουθεί ϐλέπουµε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) =
√
1 + x, και

P2(x).

9. Θεώρηµα (Εκτίµηση του σφάλµατος αποκοπής εναλλασσόµενης σειράς) ΄Εστω ότι για την εναλ-

λασσσόµενη σειρά
∑∞

n=1(−1)n−1an ισχύει ότι

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ 0 και lim
n→∞

an = 0

και έστω s =
∑∞

n=1(−1)n−1an. Αν Sn είναι το µερικό άθροισµα της σειράς, τότε

|s− Sn| ≤ an+1.
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√
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Απόδειξη. Παρατηρούµε ότι

s− Sn =
∞∑

k=n+1

(−1)k−1ak = (−1)nan+1 + (−1)n+1an+2 + (−1)n+2an+3 + · · ·

= (−1)n[an+1 − an+2 + an+3 − an+3 + · · · ].

Επειδή ak+1 − ak+2 ≥ 0, για κάθε k, έπεται ότι

|s− Sn| = an+1 − an+2 + an+3 − an+4 + · · ·
= an+1 − (an+2 − an+3)− (an+4 − an+5)− · · ·
≤ an+1

αφού κάθε παρένθεση είναι µη αρνητική ποσότητα.

10. Προσεγγίστε την f(x) = log(1− x) µε το σχετικό πολυώνυµο Taylor δεύτερου ϐαθµού στο x = 0, και
εκτιµήστε την ακρίβεια της προσέγγισης όταν −1/2 ≤ x ≤ 1/2.

11. Πόσο είναι το µέγιστο δυνατό σφάλµα στην προσέγγιση

sinx ≈ x− x3

3!
+

x5

5!

όταν −0.3 ≤ x ≤ 0.3.

Λύση

Το άθροισµα που προσεγγίζει το sinx είναι το πολυώνυµο Taylor, ϐλέπε τυπολόγιο. Επειδή το ανά-
πτυγµα είναι εναλλασσόµενη σειρά για x ̸= 0, έχουµε ότι

σφάλµα =
∣∣∣ sinx−

(
x− x3

3!
+

x5

5!

)∣∣∣ ≤ ∣∣∣x7
7!

∣∣∣ ≤ 0.37

7!
.



ΕΣ@
ΤΜ

ΗΥΠ

12. ∆είξτε ότι αν n ∈ N, τότε υπάρχει δn ∈ (0, 1) ώστε

n
√
e− n+1

√
e =

eδn

n(n+ 1)
.

Υπόδειξη: Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x) = ex.

13. Γνωρίζουµε ότι

arctanx = x− x3

3
+

x5

5
− x7

7
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+Rn(x) = Pn(x) +Rn(x).

Αποδεικνύεται ότι (ϐλέπε µπλε Θεώρηµα σχετικά µε το σφάλµα αποκοπής εναλλασσόµενης σειράς)

|Rn(x)| ≤
∣∣∣∣ x2(n+1)+1

2(n+ 1) + 1

∣∣∣∣ = |x|2n+3

2n+ 3
.

(αʹ) Να ϐρεθεί το µέγιστο σφάλµα της προσέγγισης

arctanx ≈ x− x3

3
+

x5

5
, στο διάστηµα − 1

2
≤ x ≤ 1

2
.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί το ελάχιστο n για το οποίο

| arctanx− Pn(x)| ≤
1

103
, στο διάστηµα − 1 ≤ x ≤ 1.

(γʹ) Να υπολογισθεί το όριο

lim
x→0

arctanx

x

Λύση

(αʹ) Προσεγγίζουµε την συνάρτηση µε πολυώνυµο ϐαθµού 5 = 2 · 2 + 1, κατά συνέπεια∣∣∣∣ arctanx−
(
x− x3

3
+

x5

5

)∣∣∣∣ ≤ |x|2·2+3

2 · 2 + 3
, −1

2
≤ x ≤ 1

2

≤ (1/2)7

7

=
1

896

(ϐʹ) Αναζητάµε το ελάχιστο n για το οποίο

| arctanx− Pn(x)| = |Rn(x)| ≤
|x|2n+3

2n+ 3
≤ 1

103
, − 1 ≤ x ≤ 1.

Ισοδύναµα

1

2n+ 3
≤ 1

103
<

1

2(n− 1) + 3

2(n− 1) + 3 < 103 ≤ 2n+ 3

n− 1 <
103 − 3

2
≤ n

n− 1 < 498.5 ≤ n

Εποµένως n = 499.
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(γʹ) Από την αρχική ανισότητα στο (α΄) διαιρώντας µε x ̸= 0 ϐρίσκουµε∣∣∣∣arctanxx
−
(
1− x2

3
+

x4

5

)∣∣∣∣ ≤ |x|6

7
, −1 ≤ x ≤ 1

οπότε παίρνοντας το όριο του x → 0 ϐρίσκουµε

lim
x→0

∣∣∣∣arctanxx
−
(
1− x2

3
+

x4

5

)∣∣∣∣ ≤ lim
x→0

|x|6

7∣∣∣∣ limx→0

arctanx

x
− 1

∣∣∣∣ ≤ 0

ισοδύναµα

lim
x→0

arctanx

x
= 1.

14. ∆είξτε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n υπάρχει πραγµατικός αριθµός δn ∈ (0, 1) ώστε(
1 +

1

n

)n

= en/(n+δn). (1)

Γράφοντας
n

n+ δn
= 1− δn

n+ δn

ϐλέπουµε τον τρόπο µε τον οποίο η αύξουσα ακολουθία στο αριστερό µέλος της (1) συγκλίνει στον
αριθµό e.

Λύση

Παρατηρούµε ότι

(
1 +

1

n

)n

= e
log

(
1+ 1

n

)n

= e
n log

(
1+ 1

n

)

= en log n+1
n

= en(log(n+1)−logn)

= e
n((n+1)−n) 1

ξn (από ΘΜΤ µε n < ξn < n+ 1)

= en/(n+δn) (ξn = n+ δn µε 0 < δn < 1).


