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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 03: Ακολουθίες

1. ΄Εστω ότι η ακολουθία an, n = 1, 2, 3, . . . είναι ϕραγµένη. Να δειχθεί ότι

(αʹ) Η ακολουθία an/n συγκλίνει στο µηδέν.

(ϐʹ) Εάν η ακολουθία bn, n = 1, 2, 3, . . . συγκλίνει στο µηδέν, τότε η anbn συγκλίνει στο µηδέν.

2. Να δειχθεί ότι η ακολουθία an = an, n ∈ N, µε 0 < a < 1 συγκλίνει και να ϐρεθεί το όριο. Υπόδειξη:
a = 1/(1 + δ), όπου δ > 0.

Λύση

Από την ανισότητα του Bernoulli ((1 + δ)n ≥ 1 + nδ, µε δ > −1) υπολογίζουµε

0 < an = an =
1

(1 + δ)n
≤ 1

1 + nδ
<

1/δ

n
→ 0

κατά συνέπεια an → 0.

3. Να εξετασθούν ως προς τη σύγκλιση οι ακολουθίες και στην περίπτωση σύγκλισης να ϐρεθεί το όριο

(αʹ) an =

√
n

n+ 1

(ϐʹ) an =
n+ 1

n+
√
n

(γʹ) an =
n
√
2

√
n

(δʹ) an =
ne

en

(εʹ) an =
2n − 1

2n + 1

(ϛʹ) an =
2n + 1

3n − 1

Λύση

(αʹ)

an =

√
n

n+ 1
=

√
n

n
n

n
+

1

n

=

1√
n

1 +
1

n

→ 0

1 + 0
= 0

(ϐʹ)
an → 1.

(γʹ)

an =
n
√
2

n1/2
= n

√
2−1/2.

Επειδή
√
2 − 1/2 > 0 η ακολουθία είναι αύξουσα και µη ϕραγµένη, έποµένως αποκλίνει στο

+∞.

(δʹ)
an → 0.

Βλέπε ΄Ασκηση 9 µε p = r = e.
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(εʹ)

an =
2n − 1

2n + 1
=

2n

2n
− 1

2n
2n

2n
+

1

2n

→ 1− 0

1 + 0
= 1

(ϛʹ)

an =
2n − 1

3n + 1
=

2n

3n
− 1

3n
3n

3n
+

1

3n

=

(
2

3

)n

− 1

3n

1 +
1

3n

→ 0 + 0

1 + 0
= 0

4. ♣ Θυµίζουµε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n

1 + a+ a2 + · · ·+ an =
1− an+1

1− a
, a ̸= 1.

Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

sn =
n∑

k=0

ak = 1 + a+ a2 + · · ·+ an, a ∈ R

Να εξετασθεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία (sn)
∞
n=1. Υπόδειξη: Θεωρήστε ξεχωριστά τις περιπτώ-

σεις |a| < 1, |a| = 1, |a| > 1.

5. ♣ Θεωρούµε την ακολουθία an = n
√
a, n ∈ N, όπου a > 0. Να δειχθεί ότι

lim
n→∞

n
√
a = 1.

Λύση

Θεωρούµε τις περιπτώσεις a = 1, a > 1, και a < 1.

(i) a = 1. Τότε n
√
a = n

√
1 = 1, άρα

lim
n→∞

an = 1.

(ii) a > 1. Τότε n
√
a > n

√
1 = 1, ∀n ∈ N, οπότε µπορούµε να γράψουµε

an = n
√
a = 1 + rn, rn > 0.

Υψώνοντας αρχικά στη n–οστη δύναµη και κάνοντας χρήση της ανισότητας του Bernoulli υπολο-
γίζουµε

a = (1 + rn)
n ≥ 1 + nrn > nrn ⇒ 0 < rn <

a

n
απ΄ όπου έπεται ότι rn → 0, καθώς n → ∞. ΄Ετσι

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n
√
a = lim

n→∞
(1 + rn) = 1.

(iii) a < 1. Τότε n
√
a < n

√
1 = 1, ∀n ∈ N, οπότε µπορούµε να γράψουµε

an = n
√
a =

1

1 + sn
, sn > 0.

΄Οπως στη προηγούµενη περίπτωση υπολογίζουµε

a =
1

(1 + sn)n
≤ 1

1 + nsn
<

1

nsn
⇒ 0 < sn <

1

a

1

n

απ΄ όπου συµπεραίνουµε ότι sn → 0, καθώς n → ∞, εποµένως

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n
√
a = lim

n→∞

1

1 + sn
= 1.



ΕΣ@
ΤΜ

ΗΥΠ

6. Θεωρούµε την ακολουθία an = n
√
an + bn, n ∈ N, όπου 0 < a ≤ b. ∆είξτε ότι limn→∞ an = b.

7. Να προσδιοριστεί η τιµή του πραγµατικού αριθµού r έτσι ώστε η ακολουθία

an =
1 +

√
n

(n+ 1)r
, n ∈ N

(i) Να συγκλίνει στο µηδέν. (ii) Να συγκλίνει σε αριθµό διάφορο του µηδενός. (iii) Να αποκλίνει.

8. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία µε όρους an =
√
n+ 1−

√
n, n ∈ N.

9. Αν p και r είναι πραγµατικοί αριθµοί µε r > 1, δείξτε ότι

lim
n→∞

np

rn
= 0.

Λύση

΄Εστω r = 1 + δ µε δ > 0, από το δυωνυµικό ϑεώρηµα έχουµε

rn = (1 + δ)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
δk =

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
δk

και επειδή οι όροι του αθροίσµατος είναι ϑετικοί ϐρίσκουµε

rn ≥ n!

k!(n− k)!
δk k = 0, 1, . . . , n

=
(n− k + 1) · · · (n− 1)n

k!
δk k = 0, 1, . . . , n

>
(n− k + 1)k

k!
δk k = 0, 1, . . . , n

Κατά συνέπεια

np

rn
<

k!np

δk(n− k + 1)k
, k = 0, 1, . . . , n (1)

Επιλέγουµε N µεγάλο και k ώστε
N

2
+ 1 ≥ k > p,

τότε για n ≥ N έχουµε
n

2
+ 1 ≥ N

2
+ 1 ≥ k ⇒ n− k + 1 ≥ n

2

εποµένως από την (1) ϐρίσκουµε

np

rn
<

k!

δk
np

(n/2)k
= k!

(
2

δ

)k 1

nk−p
, n ≥ N. (2)

Από την (2) έπεται το συµπέρασµα καθότι k − p > 0 και η ακολουθία στο δεξί µέλος τείνει στο µηδέν
καθώς n → ∞.

10. Να δειχθεί ότι κάθε µία από τις ακολουθίες που ορίζονται µε τις σχέσεις

(αʹ) an+1 =
√
1 + an, a1 = 1

(ϐʹ) an+1 =
√
2an, a1 = 1
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είναι αύξουσα και ϕραγµένη. Να υπολογισθεί το όριο κάθε µίας ακολουθίας.

Λύση

Οι Ασκήσεις 10 και 11 είναι παραδείγµατα αναδροµικών ακολουθιών, ϐλέπε Σηµειώσεις σελίδες 63-
64. Λύνουµε την 10 (α΄).

Μερικοί πρώτοι όροι της ακολουθίας είναι :

a1 = 1, a2 =
√
1 + 1 =

√
2, a3 =

√
1 +

√
2 <

√
1 + 2 =

√
3 < 2

επίσης από την τελευταία ανισότητα ϐρίσκουµε

a4 =
√
1 + a3 <

√
1 + 2 =

√
3.

• Ισχυριζόµαστε ότι an ≤
√
3, για κάθε n. Ο ισχυρισµός ισχύει για n = 1, από τον ορισµό. Υποθέτουµε

τώρα ότι για κάποιο τυχαίο k ισχύει ak ≤
√
3, τότε από την υπόθεση της επαγωγής ϐρίσκουµε

ak+1 =
√
1 + ak <

√
1 +

√
3 <

√
1 + 2 =

√
3.

Κατά συνέπεια έχουµε ότι an ≤
√
3 για κάθε n ≥ 2, δηλαδή η ακολουθία είναι άνω ϕραγµένη.

• Επειδή a1 < a2 < a3 εξετάζουµε αν η ακολουθία είναι αύξουσα. Ισχύει ήδη ότι a1 < a2 οπότε
υποθέτουµε ότι ak < ak+1 για κάποιο k, τότε από την υπόθεση της επαγωγής έπεται ότι

ak+1 =
√
1 + ak <

√
1 + ak+1 = ak+2,

κατά συνέπεια an < an+1 για όλα τα n.

• ∆είξαµε ότι η ακολουθία είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη, κατά συνέπεια συγκλίνει. Αν α είναι το
όριο της ακολουθίας, τότε

lim
n→∞

an+1 = lim
n→∞

√
1 + an =

√
1 + lim

n→∞
an

ισοδύναµα

α =
√
1 + α ⇔ α2 − α− 1 = 0 ⇔ α =

1±
√
5

2

κατά συνέπεια, αφού an > 0, έπεται ότι

an → 1 +
√
5

2
, καθώς n → ∞.

11. Να δειχθεί ότι η ακολουθία an+1 =
√
4an + 3, a1 = 5 είναι συγκλίνουσα και να ϐρεθεί το όριό της.

12. ∆είξτε ότι
log n ≤ n− 1

για κάθε ϑετικό ακέραιο n. Κάνοντας χρήση αυτού του αποτελέσµατος εξετάστε ως προς τη σύγκλιση
την ακολουθία µε όρους an = n

√
log n.

Λύση

∆είχνουµε το Ϲητούµενο µε επαγωγή.

(i) Για n = 1 η ανισότητα ισχύει αφού
log 1 = 0 ≤ 1− 1.
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(ii) Υποθέτουµε ότι η ανισότητα ισχύει για n = k ≥ 1, έχουµε δηλαδή ότι log k ≤ k − 1 και αποδει-
κνύουµε ότι log(k + 1) ≤ (k + 1)− 1. Πράγµατι

log(k + 1) = log

(
k + 1

k
k

)
= log

(
k + 1

k

)
+ log k (από τις ιδιότητες του λογαρίθµου)

≤ log

(
1 +

1

k

)
+ k − 1 (από την υπόθεση της επαγωγής)

≤ log e+ k − 1 (η συνάρτηση log είναι αύξουσα και 1 + 1/k ≤ 2 < e)

= 1 + k − 1

που είναι ό,τι ϑέλουµε να δείξουµε. Κατά συνέπεια η ανισότητα ισχύει για κάθε ϕυσικό αριθµό
n.

Για n ≥ 3, έχουµε
1 = log e ≤ log n ≤ n− 1 < n

οπότε παίρνοντας τις ϱίζες τάξης n ϐρίσκουµε

1 =
n
√
1 ≤ n

√
log n < n

√
n.

Το δεξί µέλος της ανισότητας συγκλίνει στο 1, ϐλέπε διάλεξη 4 διαφάνεια 19, οπότε από το κριτήριο
της παρεµβολής έπεται ότι an → 1, καθώς n → ∞.

−1 1 2 3 4 5 6e

−1

1

2

x

y

y = log x

Σχήµα 1: ΄Ασκηση 12.

13. Να ϐρεθεί, εφόσον υπάρχει, το όριο κάθε µιας από τις ακολουθίες

(αʹ) an =

(
1 +

1

n

)√
n

(ϐʹ) an =

(
1 +

1

n

)1/
√
n

(γʹ) an =

(
1 +

1

n

)n2

(δʹ) an =

(
1 +

1

n

)1/n2

(εʹ) an =

(
1 +

1

n2

)n2

(ϛʹ) an =

(
1 +

1

n2

)n

Λύση

Η έκφραση sn ∼ tn σηµαίνει ότι για µεγάλο n ο sn είναι περίπου σαν τον tn.

(αʹ) an =

(
1 +

1

n

)√
n

=

[(
1 +

1

n

)n]1/√n

∼ e1/
√
n → 1
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(ϐʹ) an =

(
1 +

1

n

)1/
√
n

=

[(
1 +

1

n

)n]1/n√n

(γʹ) an =

(
1 +

1

n

)n2

=

[(
1 +

1

n

)n]n
∼ en

(δʹ) an =

(
1 +

1

n

)1/n2

=

[(
1 +

1

n

)n]1/n3

(εʹ) an =

(
1 +

1

n2

)n2

. Είναι υπακολουθία της bn =

(
1 +

1

n

)n

, αφού n2 ∈ N, οπότε an → e

(ϛʹ) an =

(
1 +

1

n2

)n

=

[(
1 +

1

n2

)n2]1/n
∼ e1/n = n

√
e → 1

14. Εάν p είναι πραγµατικός αριθµός να υπολογισθεί το όριο

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)np

για τις διάφορες τιµές του p.

Λύση

(
1 +

1

n

)np

=

[(
1 +

1

n

)n]np−1

και διακρίνουµε τις περιπτώσεις p − 1 < 0, p − 1 = 0, και p − 1 > 0, ισοδύναµα p < 1, p = 1, και
p > 1, ϐλέπε ΄Ασκηση 13.


