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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 02: Μιγαδικοί αριθµοί (συνέχεια), Μαθηµατική Επαγωγή

1. ∆είξτε ότι για κάθε µιγαδικό αριθµό z ̸= 1 ισχύει

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 =
1− zn

1− z
.

2. Να περιγραφεί το σύνολο των µιγαδικών αριθµών που αντιστοιχεί σε κάθε µία από τις σχέσεις :

(αʹ) z + z = 1, (ϐʹ) z − z = i, (γʹ) z + z = |z|2, (δʹ) z = |z|.

Λύση

(αʹ) Αν z = x+ yi, τότε
z + z = (x+ yi) + (x− yi) = 2x = 1,

οπότε οι αριθµοί που ικανοποιούν τη σχέση είναι εκείνοι για τους οποίους ισχύει x = Re z = 1/2,
κατά συνέπεια δοσµένη σχέση περιγράφει την ευθεία x = 1/2.

(ϐʹ) ΄Οµοια
z − z = (x+ yi)− (x− yi) = 2yi = i,

οπότε οι αριθµοί που ικανοποιούν τη σχέση είναι εκείνοι για τους οποίους ισχύει y = Im z = 1/2,
κατά συνέπεια η δοσµένη σχέση περιγράφει την ευθεία y = 1/2.

(γʹ) Αν z = x+ yi, τότε z + z = |z|2,

z + z = |z|2 ⇔ 2x = x2 + y2 ⇔ x2 − 2x+ y2 = 0

⇔ x2 − 2x+ 1 + y2 = 1

⇔ (x− 1)2 + y2 = 1,

κατά συνέπεια η δοσµένη σχέση περιγράφει την περιφέρια κέντρου (1, 0) και ακτίνας 1.

(δʹ) Αν z = x+ yi, τότε

z = |z| ⇔ x− yi =
√
x2 + y2 ⇔ y = 0 και x =

√
x2 = |x|

κατά συνέπεια η σχέση περιγράφει την ηµιευθεία των µη αρνητικών αριθµών.

3. Να περιγραφούν γεωµετρικά οι σχέσεις :

(αʹ) 1 < Re z < 2,

(ϐʹ) 1 < |z| < 2,

(γʹ) | Im z| ≥ 1,

(δʹ) |z| = Im z + 1,

(εʹ) π
6 < arg z < π

3 ,

(ϛʹ) |Re z|+ | Im z| ≤ 1.

Λύση

΄Εστω z = x+ iy = r(cos θ + i sin θ) = reiθ.

(αʹ) 1 < Re z < 2 ⇔ 1 < x < 2, είναι η λωρίδα αυστηρά µεταξύ των ευθειών x = 1 και x = 2.
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Σχήµα 1: ΄Ασκηση 3. (α΄), (ϐ΄), (γ΄)

(ϐʹ) 1 < |z| < 2 ⇔ 1 < r < 2, είναι ο δακτύλιος αυστηρά µεταξύ των περιφερειών r = 1 και r = 2.
(γʹ) | Im z| ≥ 1 ⇔ |y| ≥ 1 ⇔ y ≤ −1 ή y ≥ 1, είναι το σύνολο R× [1,+∞) ∪ R× (−∞,−1].
(δʹ) |z| = Im z + 1 ⇔

√
x2 + y2 = y + 1 ⇔ x2 + y2 = y2 + 2y + 1 ⇔ y = (x2 − 1)/2, παραβολή.

(εʹ) π
6 < arg z < π

3 ⇔ π
6 < θ < π

3 , το ‘‘εσωτερικό’’ γωνίας.
(ϛʹ) |Re z|+ | Im z| ≤ 1 ⇔ |x|+ |y| = 1. Οι ευθείες x+ y = 1, −x+ y = 1, −x− y = 1 και x− y = 1

σχηµατίζουν το τετράγωνο στο σχήµα και χωρίζουν το επίπεδο σε δύο ξένα µεταξύ τους σύνολα.
Ο z = 0 ικανοποιεί την ανισότητα, κατά συνέπεια το Ϲητούµενο σύνολο είναι το τετράγωνο µαζί
µε το σύνορο αφού επιτρέπεται η ισότητα.
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x+ y > 1x+ y < 1

Σχήµα 2: ΄Ασκηση 3. (δ΄), (ε΄), (στ΄)

4. Να περιγραφεί το σύνολο των µιγαδικών αριθµών z που είναι τέτοιοι ώστε

(αʹ) |z − i| = |z + i|, (ϐʹ) |z − i| < |z − 1|, (γʹ) |z − 4| ≥ |z|.

Λύση

(αʹ) Οι Ϲητούµενοι αριθµοί είναι αυτοί που έχουν ίσες αποστάσεις από τους i και −i, είναι δηλαδή τα
σηµεία της µεσοκαθέτου του τµήµατος µε άκρα τα i και i. Αυτή είναι η πραγµατική ευθεία, άρα
z = x ∈ R. ∆ιαφορετικά, αν z = x+ iy, τότε

|z − i|2 = |z + i|2 ⇔ x2 + (y − 1)2 = x2 + (y + 1)2

⇔ y2 − 2y + 1 = y2 + 2y + 1

⇔ 2y = 0
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Σχήµα 3: ΄Ασκηση 4. (α΄), (ϐ΄)

εποµένως z = x ∈ R.

(ϐʹ) Οι Ϲητούµενοι αριθµοί είναι αυτοί που έχουν απόσταση από το i µικρότερη εκείνης από το 1.
Η µεσοκάθετος στο τµήµα µε άκρα τα i και 1 χωρίζει το επίπεδο σε δύο ηµιεπίπεδα, κατά
συνέπεια οι Ϲητούµενοι αριθµοί είναι τα σηµεία εκείνου του ‘‘ανοικτού’’ (δεν περιλαµβάνει το
σύνορο-µεσοκάθετο) ηµιεπιπέδου που περιέχει το i.

(γʹ) Παρόµοια µε το (ϐ΄), εδώ το ηµιεπίπεδο περιλαµβάνει το σύνορο-µεσοκάθετο γιατί επιτρέπεται η
ισότητα.

5. Εάν z0 ̸= z1 είναι µιγαδικοί αριθµοί να ϐρεθεί ο γεωµετικός τόπος των σηµείων z που ικανοποιούν τις
σχέσεις

(αʹ) Im

[
z − z0
z1 − z0

]
= 0 (ϐʹ) Im

[
z − z0
z1 − z0

]
> 0.

Λύση

(αʹ) Αν ο µιγαδικός αριθµός z ικανοποιεί τη δοσµένη σχέση, τότε

z − z0
z1 − z0

= t,

όπου t είναι πραγµατικός αριθµός, εποµένως

z − z0 = (z1 − z0)t ⇒ z = (z1 − z0)t+ z0.

΄Ετσι (σκέφτοµαι γραµµοαλγεβρικά) η δοσµένη σχέση περιγράφει την ευθεία που περιέχει τον
αριθµό-σηµείο z0 και είναι παράλληλη στο ‘‘διάνυσµα’’ z1 − z0.

(ϐʹ) Η σχέση µε ισότητα στο (α΄) περιγράφει την ευθεία, ενώ η ανισότητα περιγράφει το ένα από τα δύο
ηµιεπίπεδα µε σύνορο την ευθεία. Επιλέγοντας ένα σηµείο εκτός της ευθείας το αντικαθιστούµε
στη σχέση. Αν την ικανοποιεί τότε το ηµιεπίπεδο που Ϲητάµε είναι αυτό που περιέχει το σηµείο,
ενώ αν δεν την ικανοποιεί το ηµιεπίπεδο που Ϲητάµε είναι αυτό που δεν περιέχει το σηµείο. ΄Εστω
ότι οι αριθµοί z0 και z1 είναι όπως στο σχήµα. Επιλέγουµε το σηµείο z = z1 + 1 που ϐρίσκεται
στα δεξιά του z1 και αντικαθιστώντας ϐρίσκουµε

Im

[
z1 + 1− z0
z1 − z0

]
= Im

[
z1 − z0
z1 − z0

+
1

z1 − z0

]
= Im

[
1 +

1

z1 − z0

]
= Im1 + Im

[
1

z1 − z0

]
= Im[(z1 − z0)

−1]
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Σχήµα 4: ΄Ασκηση 5. (α΄), (ϐ΄)

Αν z1 − z0 = reiθ, µε 0 < θ < π, από την τελευταία σχέση έχουµε

Im

[
z1 + 1− z0
z1 − z0

]
= Im

[
1

r
e−iθ

]
= −1

r
sin θ < 0

αφού sin θ > 0 από την υπόθεση. Κατά συνέπεια το Ϲητούµενο ηµιεπίδεδο είναι το σκιασµένο
στο σχήµα, εκείνο δηλαδή που δεν περιέχει το z1 + 1.

6. Να ϐρεθούν οι έκτες ϱίζες του w = 1+i, δηλαδή οι z ώστε z6 = 1+i, ισοδύναµα οι λύσεις της εξίσωσης
z6 − (1 + i) = 0.

7. Να ϐρεθεί η εκθετική µορφή καθενός από τους αριθµούς

(αʹ) z = 3 (ϐʹ) z = 2 + 2i (γʹ) z = πi (δʹ) z = −1− i
√
3

8. ∆είξτε ότι ez = ez.

Λύση

Αν z = x+ iy, τότε ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y), εποµένως

ez = ex(cos y + i sin y) = excos y + i sin y

= ex(cos y − i sin y)

= ex(cos(−y) + i sin(−y))

= ex−iy

= ez

9. Να ϐρεθούν όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί z για τους οποίους ισχύει sin z = 1.

Λύση
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Από τον ορισµό έχουµε ότι για z = x+ iy είναι

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

eix−y − e−ix+y

2i

=
e−y(cosx+ i sinx)− ey(cosx− i sinx)

2i

=
(e−y − ey) cosx

2i
+

i(e−y + ey) sinx

2i

=
ey + e−y

2
sinx+ i

ey − e−y

2
cosx

(
1

i
=

i

i2
= −i

)

κατά συνέπεια

sin z = 1 ⇔

{
(ey + e−y) sinx = 2

(ey − e−y) cosx = 0

Από τη δεύτερη εξίσωση παίρνουµε

ey = e−y ⇔ y = 0 ή cosx = 0 ⇔ x = 2kπ ± π

2

και από την πρώτη είτε για y = 0, είτε για x = 2kπ ± π/2

x = 2kπ +
π

2
.

Εποµένως οι λύσεις της sin z = 1 είναι οι z = x = 2kπ + π/2 όπως ακριβώς στους πραγµατικούς
αριθµούς, δεν υπάρχουν δηλαδή νέες µιγαδικές λύσεις της εξίσωσης.

10. Η ανισότητα του Bernoulli. Εάν a ≥ −1 να αποδειχθεί ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει

(1 + a)n ≥ 1 + na.

Βλέπε Σηµειώσεις σελίδες 17-18.

11. Το ∆υωνυµικό Θεώρηµα. Εάν a και b είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί αριθµοί τότε

(a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn

για κάθε ϕυσικό αριθµό n. Βλέπε Σηµειώσεις σελίδα 21.

12. Με χρήση της µαθηµατικής επαγωγής να δειχθεί ότι εάν a1, a2, . . . , an είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί
αριθµοί τότε ∣∣∣∣ n∑

k=1

ak

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=1

|ak|

για κάθε n ∈ N.


