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Εαρινό εξάµηνο 2024

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 01: Πραγµατικοί και Μιγαδικοί αριθµοί

1. Να δειχθεί ότι εάν a και b είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί αριθµοί τότε ||a| − |b|| ≤ |a− b|.
Λύση

Από τον ορισµό της απόλυτης τιµής είναι

||a| − |b|| =

{
|a| − |b| εάν |a| − |b|
|b| − |a| εάν |b| ≥ |a|

και από την τριγωνική ανισότητα ϐρίσκουµε

|a| = |a− b+ b| ≤ |a− b|+ |b| ⇒ |a| − |b| ≤ |a− b|
|b| = |b− a+ a| ≤ |b− a|+ |a| ⇒ |b| − |a| ≤ |a− b| (|a− b| = |b− a|)

οπότε από τις δύο σχέσεις έπεται το Ϲητούµενο.

2. Να ϐρεθεί το sup{−e−x2
: x ∈ R}.

Λύση
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Επειδή ex > 0 για κάθε πραγµατικό αριθµό x, έχουµε ότι −e−x2
< 0 για κάθε x ∈ R, εποµένως το 0

είναι ένα άνω ϕράγµα. Εξετάζουµε τώρα αν υπάρχει άνω ϕράγµα s < 0. Ας υποθέσουµε ότι ένα τέτοιο
ϕράγµα υπάρχει, τότε ϑα είναι s = −σ µε σ > 0, οπότε ϑα πρέπει

−e−x2 ≤ −σ ⇔ σ ≤ 1

ex2 ⇔ σex
2 ≤ 1

για κάθε x ∈ R. Το τελευταίο αποτέλεσµα είναι άτοπο αφού το αριστερό µέλος αυξάνει απεριόριστα.
Ειδικά για x = (ln(2/σ))1/2 έχουµε

σex
2
= σeln(2/σ) = σ

2

σ
= 2.

Καταλήξαµε σε άτοπο γιατί υποθέσαµε ότι υπάρχει άνω ϕράγµα µικρότερο του µηδενός, συνεπώς
τέτοιο ϕράγµα δεν υπάρχει, οπότε το µηδέν είναι το ελάχιστο άνω ϕράγµα, ισοδύναµα

sup{−e−x2
: x ∈ R} = 0.

Βλέπε και το σχήµα.
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3. Ο νόµος του συνηµιτόνου. ΄Εστω ένα τρίγωνο µε µήκη πλευρών α, β, και γ. Εάν θ είναι η γωνία
απέναντι από την πλευρά µήκους γ δείξτε ότι

γ2 = α2 + β2 − 2αβ cos θ.

Βλέπε ∆ιάλεξη 1, σελίδα 37.

4. Αποδείξτε τις τριγωνοµετρικές ταυτότητες :

(αʹ) cos(π ± x) = − cosx. (ϐʹ) sin(π ± x) = ± sinx.

(γʹ) cos

(
π

2
± x

)
= ∓ sinx. (δʹ) sin

(
π

2
± x

)
= cosx.

(εʹ) cos(x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y. (ϛʹ) sin(x± y) = sinx cos y ± cosx sin y.

(Ϲʹ) cos 2x = cos2 x− sin2 x. (ηʹ) sin 2x = 2 sinx cosx.

(ϑʹ) cos2
x

2
=

1 + cosx

2
. (ιʹ) sin2

x

2
=

1− cosx

2
.

(ιαʹ) sinx− sin y = 2 cos
x+ y

2
sin

x− y

2
. (ιβʹ) cosx− cos y = −2 sin

x+ y

2
sin

x− y

2
.

Λύση

O

P (cosx, sinx)Q(cos(π − x), sin(π − x))

R(cos(π + x), sin(π + x))

AB

Σχήµα 1: ΄Ασκηση 4. (α΄), (ϐ΄) Τα ορθογώνια τρίγωνα OAP , OQB, OBR είναι ίσα

5. Να γραφούν οι παρακάτω µιγαδικοί αριθµοί στη µορφή a+ ib:

(αʹ) (−3 + i)(1− i2) (ϐʹ)
1

9 + i2
(γʹ)

7− i

3 + i5

6. Εάν z ∈ C και w ∈ C να δειχθεί ότι :

(αʹ) z2 + 1 = (z + i)(z − i) (ϐʹ) z2 + w2 = (z + iw)(z − iw).

7. Να υπολογισθούν οι δυνάµεις in, για κάθε ακέραιο αριθµό n.

8. Να ϐρεθεί µια γεωµετρική σχέση µεταξύ των µιγαδικών αριθµών z και iz.

9. Να δειχθεί ότι οι αριθµοί 1± i ικανοποιούν την εξίσωση z2 − 2z + 2 = 0.

10. Εάν x και y είναι πραγµατικοί αριθµοί να ϐρεθούν οι τιµές τους σε κάθε µία από τις εφράσεις :
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(αʹ) 5x+ i6 = −8 + i2y.

(ϐʹ) i(2x− 4y) = 4x+ 2 + i3y.

(γʹ) (3x+ i)2 = 8 + iy.

(δʹ) x+ iy = (x− iy)2.

11. Να ϐρεθούν οι λύσεις της εξίσωσης z2 + z + 1 = 0. Υπόδειξη: Θέτουµε z = x+ iy στην εξίσωση και
αφού κάνουµε πράξεις κοιτάζουµε ξεχωριστά το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος.

12. Εάν z ∈ C να δειχθεί ότι :

(αʹ) Re(iz) = − Im z (ϐʹ) Im(iz) = Re z

13. Να ϐρεθούν τα x και y, όταν x+ iy = |x+ iy|.

14. Εάν z και w είναι µιγαδικοί αριθµοί να δειχθεί ότι : (i) |z| = | − z| και (ii) z − w = z − w.

15. Να δειχθεί ότι εάν z και w είναι µιγαδικοί αριθµοί τότε ισχύουν τα παρακάτω:

(αʹ) |z + w|2 = |z|2 + 2Re(zw) + |w|2.
(ϐʹ) |z − w|2 = |z|2 − 2Re(zw) + |w|2.
(γʹ) |z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2) Νόµος του παραλληλογράµου.

16. Αποδείξτε τις ιδιότητες του ορίσµατος :

(αʹ) arg(z1z2) = arg z1 + arg z2. (ϐʹ) arg
z1
z2

= arg z1 − arg z2.

17. ∆είξτε ότι εάν Re z1 > 0 και Re z2 > 0, τότε

Arg(z1z2) = Arg z1 +Arg z2.

∆ώστε αντιπαράδειγµα όπου Arg(z1z2) ̸= Arg z1 +Arg z2.

18. Η συνάρτηση tan θ είναι ένα προς ένα στο διάστηµα [−π
2 ,

π
2 ], κατά συνέπεια η αντίστροφη συνάρτηση

arctan ορίζεται για κάθε t ∈ R µε τη σχέση arctan t = θ αν και µόνον αν tan θ = t και −π
2 < θ < π

2 .
Εάν z = x+ iy δείξτε ότι

(αʹ) Arg z = arctan
y

x
, εάν x > 0.

(ϐʹ) Arg z = arctan
y

x
+ π, εάν x < 0 και y ≥ 0.

(γʹ) Arg z = arctan
y

x
− π, εάν x < 0 και y < 0.

(δʹ) Arg z =
π

2
, εάν x = 0 και y > 0.

(εʹ) Arg z = −π

2
, εάν x = 0 και y < 0.

19. Η έλλειψη είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου των οποίων το άθροισµα των αποστά-
σεων από δύο σταθερά σηµεία που λέγονται εστίες είναι σταθερό.

(αʹ) Να γραφεί η εξίσωση της έλλειψης µε εστίες τους µιγαδικούς αριθµούς z1 και z2 και άθροισµα
αποστάσεων από τις εστίες ίσο µε 2c, όπου c > 0.

(ϐʹ) Εάν z1 = −a και z2 = a, όπου a είναι ϑετικός αριθµός, να δειχθεί ότι η εξίσωση της έλλειψης σε
καρτεσιανές συντεταγµένες x και y γράφεται

x2

c2
+

y2

c2 − a2
= 1.
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z1

z2

z

ℓ1

ℓ2 ℓ1 + ℓ2 > |z1 − z2|

Λύση

(αʹ) Αν z είναι µιγαδικός αριθµός-σηµείο στην έλλειψη, ϐλέπε σχήµα, τότε ℓ1 + ℓ2 = 2c ισοδύναµα

|z − z1|+ |z − z2| = 2c

(ϐʹ) Αν οι εστίες της έλλειψης είναι οι πραγµατικοί αριθµοί ±a η εξίσωση που γράψαµε γίνεται√
(x+ a)2 + y2 +

√
(x− a)2 + y2 = 2c ⇒√
(x+ a)2 + y2 = 2c−

√
(x− a)2 + y27 ⇒

(x+ a)2 + y2 = 4c2 + (x− a)2 + y2 − 4c
√
(x− a)2 + y2 ⇒

c2 − ax = c
√
(x− a)2 + y2 ⇒

c4 + a2x2 = c2x2 + c2a2 + c2y2 ⇒
c2(c2 − a2) = (c2 − a2)x2 + c2y2,

επειδή 2c > 2a παίρνουµε
x2

c2
+

y2

c2 − a2
= 1.

20. ♣ ΄Εστω Pn ένα κανονικό πολύγωνο µε n πλευρές εγγεγραµµένο στον µοναδιαίο κύκλο. Αν an είναι η
περίµετρος του Pn και An το εµβαδόν του Pn δείξτε ότι

(αʹ) lim
n→∞

an = 2π = µήκος της περιφέρειας (ϐʹ) lim
n→∞

An = π = εµβαδόν του δίσκου

Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε τον νόµο του συνηµιτόνου στο ισοσκελές τρίγωνο που αντιστοιχεί σε κάθε
πλευρά του n-γώνου και δείξτε ότι

an = 2n sin
π

n
.

Σχετικό Σχήµα

Θεωρούµε τον µοναδιαίο κύκλο (Σχήµα 2) και ενδιαφερόµαστε να ορίσουµε

(αʹ) Το µήκος της περιφέρειας του κύκλου, και
(ϐʹ) Το εµβαδόν της περιοχής που περικλείει ο κύκλος, τον µοναδιαίο δίσκο.

Ας δούµε τι συµβαίνει στο ένα τέταρτο του δίσκου. Πολλαπλασιάζοντας επί 4 ϐλέπουµε τι συµβαίνει
στον κύκλο και στον δίσκο. Ξεκινάµε µε την ορθή γωνία διχοτοµούµε και συνεχίζουµε διχοτοµώντας.

Αν µε L(BiBj) συµβολίσουµε το µήκος του τµήµατος BiBj παρατηρούµε ότι

L(B1B2) < L(B1B3) + L(B3B2)

< L(B1B4) + L(B4B3) + L(B3B5) + L(B5B2)

...
< 2 = L(B1G) + L(GB2)
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Σχήµα 2: Μοναδιαία περιφέρεια και µοναδιαίος δίσκος

Αν µε A(BiOBj) συµβολίσουµε το εµβαδόν του τριγώνου BiOBj παρατηρούµε ότι

A(B1OB2) < A(B1OB3) +A(B3OB2)

< A(B1OB4) +A(B4OB3) +A(B3OB5) +A(B5OB2)

...
< 1 = εµβαδόν του τετραγώνου B1OB2G

Παρατηρούµε ότι τόσο η ακολουθία των περιµέτρων των κανονικών πολυγώνων όσο και αυτή των
εµβαδών είναι αύξουσα και ϕραγµένη, κατά συνέπεια κάθε µια συγκλίνει. Σηµειώνουµε ότι το κάθε
όριο είναι το supremum ϕραγµένου συνόλου πραγµατικών αριθµών. Το όριο της ακολουθίας των
περιµέτρων το ορίζουµε ως µήκος της περιφέρειας και το όριο της ακολουθίας των εµβαδών ως εµβαδόν
του δίσκου. Ορίζουµε ως 2π το µήκος της µοναδιαίας περιφέρειας.


