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(Ε1.) Απαντήστε στα ερωτήµατα

Αν lim
x→δ

3
x = 1, τότε δ=

Αν lim
x→δ

3
x = 2, τότε δ=

Αν lim
n→∞ r

n = 0, τότε |r | < 1. Σωστό/Λάθος

Αν δ> 0, και lim
n→∞(1+δ)an = 0, τότε a < 0. Σωστό/Λάθος
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(Ε2.) Για ποια τιµή του c η συνάρτηση

f(x)= x
2 − c

x

1 εµφανίζει τοπικό ελάχιστο στο x = 2;

2 εµφανίζει σηµείο καµπής στο x = 1;

3 είναι αύξουσα στο (0,+∞);
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(Ε3.) Να ϐρεθούν όλες οι τιµές των x,y ∈R ώστε

|x7 −y
7| ≤ 7|x −y |.
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(Ε4.) ∆ίνεται η f(x)= 3 log(x +1), όπου x >−1.

1 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο Taylor 2ου ϐαθµού για την f µε κέντρο το x = 0.

2 Εκτιµήστε την ακρίβεια της προσέγγισης της f µε το πολυώνυµο Taylor 2ου

ϐαθµού στο διάστηµα −1/2≤ x ≤ 1/2.
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(Ε5.) Σκεφτείτε γεωµετρικά, ένα σχήµα βοηθάει. Το Θεώρηµα Μέσης Τιµής

είναι χρήσιµο. Αν η f(x) είναι συνεχής στο διάστηµα [−1,1], υπολογίστε

1 lim
ϵ→0

∫ ϵ

−ϵ
f(x)dx =

2 lim
ϵ→0

1

2ϵ

∫ ϵ

−ϵ
f(x)dx =
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(Ε6.) Για t > 0 και L > 0 ϑέτουµε

AL(t)=
∫

L

0

e
−tx

dx.

1 Υπολογίστε το AL(t).

2 Υπολογίστε το όριο

lim
L→+∞AL(t).

3 Επιλέξτε κυκλώνοντας το σωστό χαρακτηρισµό

L1 < L2 ⇒
∫

L1

0

e
−tx

dx <
∫

L2

0

e
−tx

dx . Σωστό/Λάθος

∫ +∞

0

e
−tx

dx = lim
L→+∞AL(t). Σωστό/Λάθος

d

dL

∫
L

0

e
−tx

dx = e
−tL

. Σωστό/Λάθος
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(Ε7.) Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f : [0, a]→ R, a > 0, των οποίων

η µέση τιµή σε κάθε διάστηµα [0, x], x > 0, είναι ίση µε το γεωµετρικό µέσο των

f(0) και f(x).
υποδειξη: Οι Ϲητούµενες συναρτήσεις f ικανοποιούν τη σχέση

1

x

∫
x

0

f(s)ds =
√

f(0)f(x).

∆ιακρίνετε τις περιπτώσεις f(0)= 0 και f(0) ̸= 0.
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(Ε8.) ΄Εχει παρατηρηθεί ότι αν ο πληθυσµός ελαφιών σε µια περιοχή πέσει κάτω

από ένα ορισµένο επίπεδο m το είδος απειλείται µε εξαφάνιση, ενώ αν υπερβεί

µια ορισµένη οριακή τιµή M ο πληθυσµός ϑα ελαττωθεί ξανά προς το M εξαιτίας

ασθενιών και κακής διατροφής.

1 Εξετάστε αν το µοντέλο εξέλιξης του πληθυσµού

dP

dt
= rP(M−P)(P −m),

όπου r είναι µια ϑετική σταθερά αναλογίας, περιγράφει την εξέλιξη του

πληθυσµού.

2 Επιλύστε την εξίσωση και επιβεβαιώστε την ορθότητα του µοντέλου.

Λύση στο 2.
Οι P =M, P =m και P = 0 είναι λύσεις της εξίσωσης. Η συνάρτηση f(P) στο δεξιό

µέλος της εξίσωσης ικανοποιεί τις συνθήκες που εξασφαλίζουν µοναδικότητα της

λύσης του προβλήµατος αρχικών τιµών, έτσι αν P0 ∉ {0,m,M} η λύση P δεν παίρνει

ποτέ κάποια από τις τρεις αυτές τιµές. Για µια τέτοια P γράφουµε την εξίσωση

ως ∫
dP

P(M−P)(P −m)
=

∫
r dt (1)
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Αναλύοντας σε απλά κλάσµατα

1

P(M−P)(P −m)
= a

P
+ b

M−P
+ c

P −m

ϐρίσκουµε

a =− 1

mM
, b = 1

M(M−m)
, c = 1

m(M−m)

και η (1) γίνεται

− 1

mM

∫
dP

P
+ 1

M(M−m)

∫
dP

M−P
+ 1

m(M−m)

∫
dP

P −m
= rt +c

απ΄ όπου ϑέτοντας µ=mM(M−m) παίρνουµε

−(M−m) log |P|−m log |M−P|+M log |P −m| =µrt +µc

M(log |P −m|− log |P|)−m(log |M−P|− log |P|)=µrt +C

ή
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M log |1−m/P|−m log |M/P −1| =µrt +C

ή

log
|1−m/P|M
|M/P −1|m =µrt +C ⇒ |1−m/P|M

|1−M/P|m = e
C

e
µrt =Ae

µrt

όπου A µια σταθερά που προσδιορίζεται από τις αρχικές συνθήκες. Για παρά-

δειγµα αν m < P0 < M, όπου P0 = P(0), τότε από την ανάλυση που έγινε στην

τάξη ϑα είναι m < P(t)<M και η λύση δίνεται από την(
1− m

P

)M

=
(
M

P
−1

)m

Ae
µrt

απ΄ όπου υπολογίζεται το A και συνάγεται ότι καθώς t →∞ ϑα πρέπει P(t)→M,

και µάλιστα, εκθετικά ώστε να µην απειρίζεται το δεξιό µέλος της εξίσωσης.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Η µέθοδος της διχοτόµησης

Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [a,b] και f(a)f(b)< 0, τότε υπάρχει

x∗ ∈ (a,b) ώστε f(x∗)= 0.

1 Θέτουµε a0 = a, b0 = b και c0 = (a0 +b0)/2.

Αν f(c0)= 0 η ϱίζα εντοπίστηκε. Αν f(c0) ̸= 0 τότε f(a0)f(c0)< 0, ή

f(c0)f(b0)< 0, διαφορετικά οι f(a0), f(c0), f(b0) ϑα ήταν οµόσηµοι

πράγµα άτοπο από την υπόθεση. Ας υποθέσουµε ότι f(a0)f(c0)< 0.

2 Θέτουµε a1 = a0, b1 = c0 και c1 = (a1 +b1)/2.

Αν f(c1)= 0 η ϱίζα εντοπίστηκε. Αν f(c1) ̸= 0 τότε f(a1)f(c1)< 0, ή

f(c1)f(b1)< 0, διαφορετικά οι f(a1), f(c1), f(b1) ϑα ήταν οµόσηµοι

πράγµα άτοπο από την υπόθεση. Ας υποθέσουµε ότι f(c1)f(b1)< 0.

3 Θέτουµε a2 = c1, b2 = b1 και c2 = (a2 +b2)/2 και επαναλαµβάνουµε την

διαδικασία.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

΄Ετσι προκύπτουν

(i) Μια ακολουθία πραγµατικών αριθµών (cn)
∞
n=1

, µε a < cn < b για κάθε

n ∈N και

(ii) Μια ακολουθία διαστηµάτων (In)
∞
n=1

, µε In = [an,bn], όπου ένα από τα

άκρα είναι το cn−1, για τα οποία ισχύει ότι In ⊂ In+1 και επιπλέον αν µε |In|
συµβολίσουµε το µήκος του In, τότε

|In| = 1

2
|In−1| = 1

2n
(b−a).

Παρατηρούµε ότι αν ξ είναι η ϱίζα που περιέχεται σε κάθε In τότε για ϵ > 0

υπάρχει N ώστε

|ξ−cn| < 1

2n
(b−a)< 1

2N
(b−a)< ϵ (2)

για n>N, κατά συνέπεια η ακολουθία (cn)
∞
n=1

συγκλίνει στη ϱίζα ξ της εξίσωσης

f(x)= 0. Επιπλέον η (2) παρέχει το σφάλµα της προσέγγισης της ϱίζας.
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Εφαρµογή: Η f(x) = x2 −1− logx ορίζεται και είναι συνεχής στο (0,+∞). Πα-

ϱατηρούµε ότι f(1)= 0 και από το Σχήµα 1 ϕαίνεται ότι υπάρχει και δεύτερη ϱίζα

στο διάστηµα (0,1) για την ακρίβεια κοντά στο 0.5.

0.5 1 1.5 2

0.5

1

1.5

0

f(x)= x2 −1− logx

x

y

Σχήµα: Σχετικά µε τις ϱίζες της x2 −1− logx = 0
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Υπολογίζουµε f(1/4)≈ 0.448794 και f(3/4)≈−0.149818, άρα υπάρχει ϱίζα της

εξίσωσης στο (1/4,3/4). Είναι c0 = 1/2 και f(1/2)≈−0.056853, κατά συνέπεια

υπάρχει ϱίζα της εξίσωσης στο (1/4,1/2). Είναι c1 = 3/8 και f(3/8)≈ 0.121454,

κατά συνέπεια υπάρχει ϱίζα της εξίσωσης στο (3/8,1/2). Είναι c2 = 7/16 και

f(7/16)≈ 0.018085, κατά συνέπεια υπάρχει ϱίζα της εξίσωσης στο (7/16,1/2).
Η δεύτερη ϱίζα περιέχεται στο (0.4375,0.5). Είναι c3 = 15/32 και f(15/32) ≈
−0.022588, κατά συνέπεια υπάρχει ϱίζα της εξίσωσης στο (7/16,15/32). Η

δεύτερη ϱίζα περιέχεται στο (0.4375,0.46875). Βλέπε Σχήµα 2.

1
4

+
3
4

−
1
2

−
3
8

+
7
16

+
15
32

−f

Σχήµα: Η διαδικασία της διχοτόµησης για τον εντοπισµό ϱίζας της x2 −1− logx = 0

Τα διαστήµατα εντοπισµού της ϱίζας είναι τα[
1

4
,
3

4

]
,

[
1

4
,
1

2

]
,

[
3

8
,
1

2

]
,

[
7

16
,
1

2

]
,

[
7

16
,
15

32

]
, · · ·
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