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(Ε1.) Υποθέστε ότι η σειρά
∑∞

n=0
an συγκλίνει και ότι an ≥ 0.

Σωστό/Λάθος. Η σειρά

∞∑
n=1

an

n
συγκλίνει.

0≤ an

n
≤ an ∀n ⇒ 0≤

∞∑
n=1

an

n
≤

∞∑
n=1

an <+∞

Σωστό/Λάθος. Η δυναµοσειρά

∞∑
n=0

anx
n

συγκλίνει απολύτως αν x ∈ (−1,1).

x ∈ (−1,1), οπότε 0≤ |anx
n| ≤ an ∀n ⇒ 0≤

∞∑
n=0

|anx
n| ≤

∞∑
n=0

an <+∞
Σωστό/Λάθος. lim

n→∞
p

an = 0.

Η σειρά

∞∑
n=0

an συγκλίνει, εποµένως lim
n→∞an = 0, οπότε lim

n→∞
p

an = 0

Σωστό/Λάθος. Η σειρά

∞∑
n=0

a
2
n συγκλίνει.

Αφού lim
n→∞an = 0, υπάρχει N ώστε an < 1, για n≥N, έτσι 0≤ a2

n ≤ an για

n≥N, εποµένως 0≤
∞∑

n=N

a
2
n ≤

∞∑
n=N

an <+∞, άρα 0≤
∞∑

n=0

a
2
n <+∞
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(Ε2.) Η εξίσωση x3 = tanx έχει άπειρες ϱίζες στους πραγµατικούς αριθµούς.

Σε κάθε διάστηµα [kπ,kπ+π/2) για k = 0,1,2, . . . (το ανάλογο ισχύει και για k < 0)

η γραφική παράσταση της y = x3 είναι µια ‘‘αύξουσα καµπύλη γραµµή’’ από το

σηµείο (kπ,(kπ)3) στο (kπ+π/2,(kπ+π/2)3), ενώ η η γραφική παράσταση της

y = tanx είναι επίσης µια ‘‘αύξουσα καµπύλη γραµµή’’ από το σηµείο (kπ,0)
η οποία εκτείνεται ασυµπτωτικά στο (kπ+π/2,+∞), κατά συνέπεια για κάποιο

δk ∈ (0,π/2) είναι

tan(kπ+δk)= (kπ+π/2)3 +1.

∆ηλαδή η καµπύλη y = tanx αρχίζει κάτω από το σηµείο (kπ,(kπ)3) και περιέχει

το σηµείο (kπ+δk ,(kπ+π/2)3+1) πάνω από το πέρας της y = x3, κατά συνέπεια

οι δύο καµπύλες τέµνονται, ισοδύναµα υπάρχει ξk ∈ (kπ,kπ+π/2)ώστε tanξk =
ξ3

k
για κάθε k = 0,1,2,3, . . .
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(Ε3.) Για ποιά a είναι η συνάρτηση f(x)= ax+cosx αύξουσα, ϕθίνουσα, ή τίποτα

από τα δύο;

f ′(x)= a− sinx και −1≤ sinx ≤ 1, ∀x ∈R, κατά συνέπεια

1 Αύξουσα ⇔ f ′(x)≥ 0 ⇔ a ≥ sinx ⇔ a ≥ 1

2 Φθίνουσα ⇔ f ′(x)≤ 0 ⇔ a ≤ sinx ⇔ a ≤−1

3 Μη µονότονη ⇔ η f ′(x) αλλάζει πρόσηµο ⇔ −1< a < 1
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(Ε4.) Εξετάστε για ποιά p > 0 το ολοκλήρωµα

I(p)=
∫ +∞

1

logx

xp
dx

συγκλίνει.

Είναι

I(p)=
∫ +∞

1

logx

xp
dx = lim

ξ→+∞

∫ ξ

1

logx

xp
dx.

• Για p = 1 και y = logx έχουµε∫ ξ

1

logx

x
dx =

∫ logξ

0

y dy = y2

2

∣∣∣∣logξ
0

= 1

2
(logξ)2 →+∞ καθώς ξ→+∞.
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• Για p ̸= 1∫ ξ

1

logx

xp
dx =

∫ ξ

1

(
x1−p

1−p

)′
logx dx = x1−p

1−p
logx

∣∣∣∣ξ
1

−
∫ ξ

1

x1−p

1−p

1

x
dx

= 1

p−1

(
− logξ

ξp−1
+

∫ ξ

1

1

xp
dx

)
= 1

p−1

[
− logξ

ξp−1
+ 1

p−1

(
1− 1

ξp−1

)]
Αν p < 1 και τα δύο κλάσµατα που εξαρτώνται από το p αποκλίνουν στο +∞
καθώς ξ→+∞, άρα I(p)=+∞ (γιατί;).

Αν p > 1 γράφουµε p−1= q > 0 και

lim
ξ→+∞

logξ

ξq
= lim

ξ→+∞
1/ξ

qξq−1
= lim

ξ→+∞
1

qξq
= 0 (L’Hospital)

lim
ξ→+∞

1

ξq
= 0

΄Αρα το ολοκλήρωµα συγκλίνει για p > 1 και στην περίπτωση αυτή I(p)= 1

(p−1)2
.
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(Ε5.) Υπολογίστε το όριο της σειράς

∞∑
n=1

2

(2n−1)(2n+1)
.

Παρατηρούµε ότι
2

(2n−1)(2n+1)
= 1

2n−1
− 1

2n+1

άρα η σειρά είναι τηλεσκοπική, αφού 2n±1 ∈N, έτσι

∞∑
n=1

2

(2n−1)(2n+1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

2

(2n−1)(2n+1)

= lim
N→∞

N∑
n=1

(
1

2n−1
− 1

2n+1

)
= lim

N→∞

(
1− 1

3
+ 1

3
− 1

5
+ 1

5
− 1

7
+·· ·+ 1

2N−1
− 1

2N+1

)
= lim

N→∞

(
1− 1

2N+1

)
= 1.
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(Ε6.) ∆είξτε ότι

ax ≤ a6

6
+ 5

6
x

6/5

για κάθε x > 0 όπου a > 0.

Ορίζοντας

f(x)= a6

6
−ax + 5

6
x

6/5

αρκεί να δείξουµε ότι f(x)≥ 0 για κάθε x > 0. Υπολογίζουµε

f
′(x)=−a+ x

1/5 ⇒ f
′(x)= 0⇔ x = a

5.

Αν x < a5, τότε f ′(x)< 0, εποµένως η f είναι ϕθίνουσα στο (0,a5), ενώ αν x > a5,

τότε f ′(x) > 0, εποµένως η f είναι αύξουσα στο (a5,+∞). Κατά συνέπεια η f

έχει ελάχιστο στο x = a5, εποµένως f(x)≥ f(a5), ισοδύναµα

a6

6
−ax + 5

6
x

6/5 ≥ a6

6
−a

6 + 5

6
a

6 = 0,

απ΄ όπου προκύπτει το Ϲητούµενο.
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