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ΑΣΚΗΣΕΙΣ : Μιγαδικοί αριθµοί και ακολουθίες

1. Να ϐρεθούν οι έκτες ϱίζες του w = 1+i, δηλαδή οι z ώστε z6 = 1+i, ισοδύναµα οι λύσεις της εξίσωσης
z6 − (1 + i) = 0.

2. Να ϐρεθεί η εκθετική µορφή καθενός από τους αριθµούς

(αʹ) z = 3 (ϐʹ) z = 2 + 2i (γʹ) z = πi (δʹ) z = −1− i
√
3

3. ∆είξτε ότι ez = ez.

Λύση

Αν z = x+ iy, τότε ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y), εποµένως

ez = ex(cos y + i sin y) = excos y + i sin y

= ex(cos y − i sin y)

= ex(cos(−y) + i sin(−y))

= ex−iy

= ez

4. Να ϐρεθούν όλοι οι µιγαδικοί αριθµοί z για τους οποίους ισχύει sin z = 1.

Λύση

Από τον ορισµό έχουµε ότι για z = x+ iy είναι

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

eix−y − e−ix+y

2i

=
e−y(cosx+ i sinx)− ey(cosx− i sinx)

2i

=
(e−y − ey) cosx

2i
+

i(e−y + ey) sinx

2i

=
ey + e−y

2
sinx+ i

ey − e−y

2
cosx

(
1

i
=

i

i2
= −i

)

κατά συνέπεια

sin z = 1 ⇔

{
(ey + e−y) sinx = 2

(ey − e−y) cosx = 0

Από τη δεύτερη εξίσωση παίρνουµε

ey = e−y ⇔ y = 0 ή cosx = 0 ⇔ x = 2kπ ± π

2
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και από την πρώτη είτε για y = 0, είτε για x = 2kπ ± π/2

x = 2kπ +
π

2
.

Εποµένως οι λύσεις της sin z = 1 είναι οι z = x = 2kπ + π/2 όπως ακριβώς στους πραγµατικούς
αριθµούς, δεν υπάρχουν δηλαδή νέες µιγαδικές λύσεις της εξίσωσης.

5. ΄Εστω ότι η ακολουθία an, n = 1, 2, 3, . . . είναι ϕραγµένη. Να δειχθεί ότι

(αʹ) Η ακολουθία an/n συγκλίνει στο µηδέν.

(ϐʹ) Εάν η ακολουθία bn, n = 1, 2, 3, . . . συγκλίνει στο µηδέν, τότε η anbn συγκλίνει στο µηδέν.

6. Να δειχθεί ότι η ακολουθία an = an, n ∈ N, µε 0 < a < 1 συγκλίνει και να ϐρεθεί το όριο. Υπόδειξη:
a = 1/(1 + δ), όπου δ > 0.

7. Να εξετασθούν ως προς τη σύγκλιση οι ακολουθίες και στην περίπτωση σύγκλισης να ϐρεθεί το όριο

(αʹ) an =

√
n

n+ 1

(ϐʹ) an =
n+ 1

n+
√
n

(γʹ) an =
n
√
2

√
n

(δʹ) an =
ne

en

(εʹ) an =
2n − 1

2n + 1

(ϛʹ) an =
2n + 1

3n − 1

8. ♣ Θυµίζουµε ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n

1 + a+ a2 + · · ·+ an =
1− an+1

1− a
, a ̸= 1.

Για κάθε n ∈ N ορίζουµε

sn =
n∑

k=0

ak = 1 + a+ a2 + · · ·+ an, a ∈ R

Να εξετασθεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία (sn)
∞
n=1. Υπόδειξη: Θεωρήστε ξεχωριστά τις περιπτώ-

σεις |a| < 1, |a| = 1, |a| > 1.

9. ♣ ΄Εστω Pn ένα κανονικό πολύγωνο µε n πλευρές εγγεγραµµένο στον µοναδιαίο κύκλο. Αν an είναι η
περίµετρος του Pn και An το εµβαδόν του Pn δείξτε ότι

(αʹ) lim
n→∞

an = 2π = µήκος της περιφέρειας (ϐʹ) lim
n→∞

An = π = εµβαδόν του δίσκου

Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε τον νόµο του συνηµιτόνου στο ισοσκελές τρίγωνο που αντιστοιχεί σε κάθε
πλευρά του n-γώνου και δείξτε ότι

an = 2n sin
π

n
.

10. ♣ Θεωρούµε την ακολουθία an = n
√
a, n ∈ N, όπου a > 0. Να δειχθεί ότι

lim
n→∞

n
√
a = 1.

Λύση

Θεωρούµε τις περιπτώσεις a = 1, a > 1, και a < 1.

(i) a = 1. Τότε n
√
a = n

√
1 = 1, άρα

lim
n→∞

an = 1.
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(ii) a > 1. Τότε n
√
a > n

√
1 = 1, ∀n ∈ N, οπότε µπορούµε να γράψουµε

an = n
√
a = 1 + rn, rn > 0.

Υψώνοντας αρχικά στη n–οστη δύναµη και κάνοντας χρήση της ανισότητας του Bernoulli υπολο-
γίζουµε

a = (1 + rn)
n ≥ 1 + nrn > nrn ⇒ 0 < rn <

a

n

απ΄ όπου έπεται ότι rn → 0, καθώς n → ∞. ΄Ετσι

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n
√
a = lim

n→∞
(1 + rn) = 1.

(iii) a < 1. Τότε n
√
a < n

√
1 = 1, ∀n ∈ N, οπότε µπορούµε να γράψουµε

an = n
√
a =

1

1 + sn
, sn > 0.

΄Οπως στη προηγούµενη περίπτωση υπολογίζουµε

a =
1

(1 + sn)n
≤ 1

1 + nsn
<

1

nsn
⇒ 0 < sn <

1

a

1

n

απ΄ όπου συµπεραίνουµε ότι sn → 0, καθώς n → ∞, εποµένως

lim
n→∞

an = lim
n→∞

n
√
a = lim

n→∞

1

1 + sn
= 1.

11. Θεωρούµε την ακολουθία an = n
√
an + bn, n ∈ N, όπου 0 < a ≤ b. ∆είξτε ότι limn→∞ an = b.

12. Να προσδιοριστεί η τιµή του πραγµατικού αριθµού r έτσι ώστε η ακολουθία

an =
1 +

√
n

(n+ 1)r
, n ∈ N

(i) Να συγκλίνει στο µηδέν. (ii) Να συγκλίνει σε αριθµό διάφορο του µηδενός. (iii) Να αποκλίνει.

13. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία µε όρους an =
√
n+ 1−

√
n, n ∈ N.

14. Αν p και r είναι πραγµατικοί αριθµοί µε r > 1, δείξτε ότι

lim
n→∞

np

rn
= 0.

Λύση

Θεωρούµε τις περιπτώσεις p ≤ 0, και p > 0.

(i) p ≤ 0. Τότε

lim
n→∞

np

rn
= lim

n→∞

1

n−prn
= 0,

αφού −p ≥ 0.

(ii) p > 0. ΄Εστω r = 1 + δ µε δ > 0, από το δυωνυµικό ϑεώρηµα έχουµε

rn = (1 + δ)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
δk =

n∑
k=0

n!

k!(n− k)!
δk
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και επειδή οι όροι του αθροίσµατος είναι ϑετικοί ϐρίσκουµε

rn ≥ n!

k!(n− k)!
δk k = 0, 1, . . . , n

=
(n− k + 1) · · · (n− 1)n

k!
δk k = 0, 1, . . . , n

>
(n− k + 1)k

k!
δk k = 0, 1, . . . , n

Κατά συνέπεια

np

rn
<

k!np

δk(n− k + 1)k
, k = 0, 1, . . . , n (1)

Επιλέγουµε N µεγάλο και k ώστε
N

2
+ 1 ≥ k > p,

τότε για n ≥ N έχουµε
n

2
+ 1 ≥ N

2
+ 1 ≥ k ⇒ n− k + 1 ≥ n

2
εποµένως από την (1) ϐρίσκουµε

np

rn
<

k!

δk
np

(n/2)k
=

k!2k

δk
1

nk−p
, n ≥ N. (2)

Από την (2) έπεται το συµπέρασµα καθότι k − p > 0 και η ακολουθία στο δεξί µέλος τείνει στο
µηδέν καθώς n → ∞.

15. Να δειχθεί ότι κάθε µία από τις ακολουθίες που ορίζονται µε τις σχέσεις

(αʹ) an+1 =
√
1 + an, a1 = 1

(ϐʹ) an+1 =
√
2an, a1 = 1

είναι αύξουσα και ϕραγµένη. Να υπολογισθεί το όριο κάθε µίας ακολουθίας.

16. Να δειχθεί ότι η ακολουθία an+1 =
√
4an + 3, a1 = 5 είναι συγκλίνουσα και να ϐρεθεί το όριό της.

17. ∆είξτε ότι
log n ≤ n− 1

για κάθε ϑετικό ακέραιο n. Κάνοντας χρήση αυτού του αποτελέσµατος εξετάστε ως προς τη σύγκλιση
την ακολουθία µε όρους an =

√
log n.

18. Να ϐρθεί, εφόσον υπάρχει, το όριο κάθε µιας από τις ακολουθίες

(αʹ) an =

(
1 +

1

n

)√
n

(ϐʹ) an =

(
1 +

1

n

)1/
√
n

(γʹ) an =

(
1 +

1

n

)n2

(δʹ) an =

(
1 +

1

n

)1/n2

(εʹ) an =

(
1 +

1

n2

)n

(ϛʹ) an =

(
1 +

1

n2

)n2

19. Εάν p είναι πραγµατικός αριθµός να υπολογισθεί το όριο

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)np

για τις διάφορες τιµές του p.



ΕΣ@
ΤΜ

ΗΥΠ

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ

Θεωρούµε τον µοναδιαίο κύκλο (Σχήµα 1) και ενδιαφερόµαστε να ορίσουµε

1. Το µήκος της περιφέρειας του κύκλου, και

2. Το εµβαδόν της περιοχής που περικλείει ο κύκλος, τον µοναδιαίο δίσκο.

O
B1

B2

B3

B4

B5
G

Σχήµα 1: Μοναδιαία περιφέρεια και µοναδιαίος δίσκος

Ας δούµε τι συµβαίνει στο ένα τέταρτο του δίσκου. Πολλαπλασιάζοντας επί 4 ϐλέπουµε τι συµβαίνει στον
κύκλο και στον δίσκο. Ξεκινάµε µε την ορθή γωνία διχοτοµούµε και συνεχίζουµε διχοτοµώντας.

Αν µε L(BiBj) συµβολίσουµε το µήκος του τµήµατος BiBj παρατηρούµε ότι

L(B1B2) < L(B1B3) + L(B3B2)

< L(B1B4) + L(B4B3) + L(B3B5) + L(B5B2)

...
< 2 = L(B1G) + L(GB2)

Αν µε A(BiOBj) συµβολίσουµε το εµβαδόν του τριγώνου BiOBj παρατηρούµε ότι

A(B1OB2) < A(B1OB3) +A(B3OB2)

< A(B1OB4) +A(B4OB3) +A(B3OB5) +A(B5OB2)

...
< 1 = εµβαδόν του τετραγώνου B1OB2G

Παρατηρούµε ότι τόσο η ακολουθία των περιµέτρων των κανονικών πολυγώνων όσο και αυτή των εµβαδών
είναι αύξουσα και ϕραγµένη, κατά συνέπεια κάθε µια συγκλίνει. Σηµειώνουµε ότι το κάθε όριο είναι το
supremum ϕραγµένου συνόλου πραγµατικών αριθµών. Το όριο της ακολουθίας των περιµέτρων το ορίζουµε
ως µήκος της περιφέρειας και το όριο της ακολουθίας των εµβαδών ως εµβαδόν του δίσκου. Ορίζουµε ως 2π
το µήκος της µοναδιαίας περιφέρειας.


