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ΑΣΚΗΣΕΙΣ : Πραγµατικοί και Μιγαδικοί αριθµοί

1. Η ανισότητα του Bernoulli. Εάν a ≥ −1 να αποδειχθεί ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει

(1 + a)n ≥ 1 + na.

Βλέπε Σηµειώσεις σελίδες 17-18.

2. Το ∆υωνυµικό Θεώρηµα. Εάν a και b είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί αριθµοί τότε

(a+ b)n =

(
n

0

)
an +

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2 + · · ·+

(
n

n− 1

)
abn−1 +

(
n

n

)
bn

για κάθε ϕυσικό αριθµό n. Βλέπε Σηµειώσεις σελίδα 21.

3. Με χρήση της µαθηµατικής επαγωγής να δειχθεί ότι εάν a1, a2, . . . , an είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί
αριθµοί τότε ∣∣∣∣ n∑

k=1

ak

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=1

|ak|

για κάθε n ∈ N.

4. Να δειχθεί ότι εάν a και b είναι πραγµατικοί ή µιγαδικοί αριθµοί τότε ||a| − |b|| ≤ |a− b|.

5. Να ϐρεθεί το sup{−e−x2
: x ∈ R}.

6. Ο νόµος του συνηµιτόνου. ΄Εστω ένα τρίγωνο µε µήκη πλευρών α, β, και γ. Εάν θ είναι η γωνία
απέναντι από την πλευρά µήκους γ δείξτε ότι

γ2 = α2 + β2 − 2αβ cos θ.

Βλέπε Σηµειώσεις σελίδα 92.

7. Αποδείξτε τις τριγωνοµετρικές ταυτότητες :

(αʹ) cos(π ± x) = − cosx. (ϐʹ) sin(π ± x) = ± sinx.

(γʹ) cos

(
π

2
± x

)
= ∓ sinx. (δʹ) sin

(
π

2
± x

)
= cosx.

(εʹ) cos(x± y) = cosx cos y ∓ sinx sin y. (ϛʹ) sin(x± y) = sinx cos y ± cosx sin y.

(Ϲʹ) cos 2x = cos2 x− sin2 x. (ηʹ) sin 2x = 2 sinx cosx.

(ϑʹ) cos2
x

2
=

1 + cosx

2
. (ιʹ) sin2

x

2
=

1− cosx

2
.
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(ιαʹ) sinx− sin y = 2 cos
x+ y

2
sin

x− y

2
. (ιβʹ) cosx− cos y = −2 sin

x+ y

2
sin

x− y

2
.

8. Να γραφούν οι παρακάτω µιγαδικοί αριθµοί στη µορφή a+ ib:

(αʹ) (−3 + i)(1− i2) (ϐʹ)
1

9 + i2
(γʹ)

7− i

3 + i5

9. Εάν z ∈ C και w ∈ C να δειχθεί ότι :

(αʹ) z2 + 1 = (z + i)(z − i) (ϐʹ) z2 + w2 = (z + iw)(z − iw).

10. Να υπολογισθούν οι δυνάµεις in, για κάθε ακέραιο αριθµό n.

11. Να ϐρεθεί µια γεωµετρική σχέση µεταξύ των µιγαδικών αριθµών z και iz.

12. Να δειχθεί ότι οι αριθµοί 1± i ικανοποιούν την εξίσωση z2 − 2z + 2 = 0.

13. Εάν x και y είναι πραγµατικοί αριθµοί να ϐρεθούν οι τιµές τους σε κάθε µία από τις εφράσεις :

(αʹ) 5x+ i6 = −8 + i2y.

(ϐʹ) i(2x− 4y) = 4x+ 2 + i3y.

(γʹ) (3x+ i)2 = 8 + iy.

(δʹ) x+ iy = (x− iy)2.

14. Να ϐρεθούν οι λύσεις της εξίσωσης z2 + z + 1 = 0. Υπόδειξη: Θέτουµε z = x+ iy στην εξίσωση και
αφού κάνουµε πράξεις κοιτάζουµε ξεχωριστά το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος.

15. Εάν z ∈ C να δειχθεί ότι :

(αʹ) Re(iz) = − Im z (ϐʹ) Im(iz) = Re z

16. Να ϐρεθούν τα x και y, όταν x+ iy = |x+ iy|.

17. Εάν z και w είναι µιγαδικοί αριθµοί να δειχθεί ότι : (i) |z| = | − z| και (ii) z − w = z − w.

18. Να δειχθεί ότι εάν z και w είναι µιγαδικοί αριθµοί τότε ισχύουν τα παρακάτω:

(αʹ) |z + w|2 = |z|2 + 2Re(zw) + |w|2.
(ϐʹ) |z − w|2 = |z|2 − 2Re(zw) + |w|2.
(γʹ) |z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2) Νόµος του παραλληλογράµου.

19. Αποδείξτε τις ιδιότητες του ορίσµατος :

(αʹ) arg(z1z2) = arg z1 + arg z2. (ϐʹ) arg
z1
z2

= arg z1 − arg z2.

20. ∆είξτε ότι εάν Re z1 > 0 και Re z2 > 0, τότε

Arg(z1z2) = Arg z1 +Arg z2.

∆ώστε αντιπαράδειγµα όπου Arg(z1z2) ̸= Arg z1 +Arg z2.

21. Η συνάρτηση tan θ είναι ένα προς ένα στο διάστηµα [−π
2 ,

π
2 ], κατά συνέπεια η αντίστροφη συνάρτηση

arctan ορίζεται για κάθε t ∈ R µε τη σχέση arctan t = θ αν και µόνον αν tan θ = t και −π
2 < θ < π

2 .
Εάν z = x+ iy δείξτε ότι
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(αʹ) Arg z = arctan
y

x
, εάν x > 0.

(ϐʹ) Arg z = arctan
y

x
+ π, εάν x < 0 και y ≥ 0.

(γʹ) Arg z = arctan
y

x
− π, εάν x < 0 και y < 0.

(δʹ) Arg z =
π

2
, εάν x = 0 και y > 0.

(εʹ) Arg z = −π

2
, εάν x = 0 και y < 0.

22. ∆είξτε ότι για κάθε µιγαδικό αριθµό z ̸= 1 ισχύει

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 =
1− zn

1− z
.

23. Να περιγραφεί το σύνολο των µιγαδικών αριθµών που αντιστοιχεί σε κάθε µία από τις σχέσεις :

(αʹ) z + z = 1, (ϐʹ) z − z = i, (γʹ) z + z = |z|2, (δʹ) z = |z|.

24. Να περιγραφούν γεωµετρικά οι σχέσεις :

(αʹ) 1 < Re z < 2,

(ϐʹ) 1 < |z| < 2,

(γʹ) | Im z| ≥ 1,

(δʹ) |z| = Im z + 1,

(εʹ) π
6 < arg z < π

3 ,

(ϛʹ) |Re z|+ | Im z| ≤ 1.

25. Να περιγραφεί το σύνολο των µιγαδικών αριθµών z που είναι τέτοιοι ώστε

(αʹ) |z − i| = |z + i|, (ϐʹ) |z − i| < |z − 1|, (γʹ) |z − 4| ≥ |z|.

26. Η έλλειψη είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου των οποίων το άθροισµα των αποστά-
σεων από δύο σταθερά σηµεία που λέγονται εστίες είναι σταθερό.

(αʹ) Να γραφεί η εξίσωση της έλλειψης µε εστίες τους µιγαδικούς αριθµούς z1 και z2 και άθροισµα
αποστάσεων από τις εστίες ίσο µε 2c, όπου c > 0.

(ϐʹ) Εάν z1 = −a και z2 = a, όπου a είναι ϑετικός αριθµός, να δειχθεί ότι η εξίσωση της έλλειψης σε
καρτεσιανές συντεταγµένες x και y γράφεται

x2

c2
+

y2

c2 − a2
= 1.

27. Εάν z0 ̸= z1 είναι µιγαδικοί αριθµοί να ϐρεθεί ο γεωµετικός τόπος των σηµείων z που ικανοποιούν τις
σχέσεις

(αʹ) Im

[
z − z0
z1 − z0

]
= 0 (ϐʹ) Im

[
z − z0
z1 − z0

]
> 0.


