
ΓΕΝΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι

10η ∆ιάλεξη

Το ολοκλήρωµα

Ε. Στεφανόπουλος

Τµήµα Μηχανικών Η/Υ & Πληροφορικής, Πανεπιστήµιο Πατρών

7 Μαΐου 2025

Ολοκληρώµατα Απρίλιος 2025 1 / 38

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



Το ορισµένο ολοκλήρωµα
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα

΄Εστω f να είναι µια ϕραγµένη συνάρτηση ορισµένη στο κλειστό διάστηµα [a,b].
Μια διαµέριση του [a,b] είναι ένα σύνολο σηµείων του [a,b], P = {x0,x1, . . . ,xN}
σηµείων του [a,b] µε a = x0 < x1 < ·· · < xN−1 < xN = b. Αν ξk είναι σηµείο του

[xk−1,xk ], διαµορφώνουµε το άθροισµα

N∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)=
N∑

k=1

f(ξk)∆xk , (1)

όπου ∆xk = xk − xk−1. Θέτουµε ∥P∥ =max{∆xk , k = 1,2, . . . ,N}. Εάν καθώς ο

αριθµός των σηµείων N στη διαµέριση αυξάνει απεριόριστα, ώστε ∥P∥→ 0, το

αντίστοιχο όριο

lim
N→∞

N∑
k=1

f(ξk)∆xk

υπάρχει το συµβολίζουµε µε ∫
b

a

f(x)dx,

δηλαδή

lim
N→∞

N∑
k=1

f(ξk)∆xk = lim
∥P∥→0

N∑
k=1

f(ξk)∆xk =
∫

b

a

f(x)dx.
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα

Το όριο αυτό το λέµε ολοκλήρωµα Riemann, ή απλά ολοκλήρωµα, της f στο

[a,b]. Τα σηµεία a και b λέγονται άκρα της ολοκλήρωσης µε a να είναι το κάτω

άκρο και b να είναι το άνω άκρο της ολοκλήρωσης.

Ορισµός 1

Αν f είναι µια συνάρτηση ορισµένη και ϕραγµένη σε κάποιο διάστηµα [a,b] για

την οποία το ολοκλήρωµα
∫

b

a
f(x)dx υπάρχει ϑα λέγεται ολοκληρώσιµη κατά

Riemmann, ή απλά ολοκληρώσιµη στο [a,b]. Το άθροισµα στην (1) λέγεται

άθροισµα Riemann της f για την διαµέριση P στο [a,b].

Παρατήρηση 1

Εάν f(x)= c σε κάποιο διάστηµα [a,b], όπου c είναι µια σταθερά, τότε για κάθε

διαµέριση a = x0 < x1 < ·· · < xN−1 < xN = b του [a,b] και ξk ∈ [xk−1,xk ] είναι

N∑
k=1

f(ξk)∆xk = c

N∑
k=1

∆xk = c(b−a), οπότε

∫
b

a

f(x)dx = c(b−a)
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα

N∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

x0 x1 x2 x3 x4
x5 x6ξ1 ξ2 ξ3 ξ4 ξ5 ξ6

f(x)

Σχήµα: Το άθροισµα Riemann (N = 6, a = x0, b = x6)
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα

Θεώρηµα 1

Αν η f είναι µια συνεχής ή τµηµατικά συνεχής
1
συνάρτηση στο διάστηµα [a,b]

τότε είναι ολοκληρώσιµη στο [a,b].

Παρατήρηση 2

Αν η f είναι συνεχής στο [a,b] και f(x)≥ 0 στο διάστηµα αυτό, τότε το

ολοκλήρωµα
∫

b

a
f(x)dx είναι το εµβαδόν της περιοχής R του επιπέδου που

ϐρίσκεται µεταξύ του x-άξονα, του γραφήµατος της f και των ευθειών x = a και

x = b. Το αποτέλεσµα αυτό έπεται από το γεγονός ότι κάθε άθροισµα Riemann

της f είναι το άθροισµα εµβαδών διαδοχικών ορθογωνίων το ‘‘άθροισµα’’ των

οποίων, καθώς το µήκος της ϐάσης ∆x τείνει στο µηδέν, προσεγγίζει όλο και

περισσότερο την περιοχή R. Βλέπε Σχήµα 1

1Μια συνάρτηση f λέγεται τµηµατικά συνεχής στο διάστηµα [a,b] εάν είναι συνεχής σε κάθε

σηµείο του [a,b] εκτός ίσως από ένα πεπερασµένο πλήθος σηµείων στα οποία τα πλευρικά όρια

της f υπάρχουν.
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα

Παράδειγµα 1

Με τον ορισµό του ολοκληρώµατος να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα∫
1

0

x dx.

Η συνάρτηση f(x)= x είναι συνεχής παντού άρα είναι ολοκληρώσιµη στο [0,1].
Επιπλέον το Ϲητούµενο ολοκλήρωµα ϑα δίνει το εµβαδόν του τριγώνου µε

κορυφές τα σηµεία (0,0), (1,0) και (1,1), κατά συνέπεια ϑα πρέπει το

Ϲητούµενο ολοκλήρωµα να ισούται µε 1/2.

Αφού το ολοκλήρωµα υπάρχει, είναι ανεξάρτητο της διαµέρισης στη

διαµόρφωση των αθροισµάτων Riemann. Για N ∈N παίρνουµε την διαµέριση

0< 1

N
< 2

N
< ·· · < N−1

N
< 1

και σαν ξk το κέντρο κάθε υποδιαστήµατος [(k −1)/N,k/N], δηλαδή

ξk = (2k −1)/2N, k = 1,2, . . . ,N.
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα

Παράδειγµα 1 (συνέχεια)

΄Ετσι το αντίστοιχο άθροισµα Riemann γίνεται

N∑
k=1

f(ξk)∆xk =
N∑

k=1

2k −1

2N

1

N
= 1

2N2

N∑
k=1

(2k −1)= 1

2N2

(
2

N∑
k=1

k −N

)
2

N∑
k=1

k −N = 2
N(N+1)

2
−N =N

2

τελικά ϐρίσκουµε
N∑

k=1

f(ξk)∆xk = 1

2N2
N

2 = 1

2
,

κατά συνέπεια, όπως εξάλου περιµέναµε,∫
1

0

x dx = 1

2
.
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα

Παράδειγµα 2

Να υπολογισθεί το

lim
n→∞

(
1

n+1
+ 1

n+2
+·· ·+ 1

n+n

)
.

Θέλουµε να δούµε το Ϲητούµενο όριο σαν όριο αθροισµάτων Riemann. ΄Ετσι

γράφουµε

1

n+1
+ 1

n+2
+·· ·+ 1

n+n
= 1

n

(
1

1+1/n
+ 1

1+2/n
+·· ·+ 1

1+n/n

)
= 1

n

n∑
k=1

1

1+ k/n
=

n∑
k=1

f(ξk)∆xk

µε ξk = k/n και ∆xk = 1/n µε k = 1,2, . . . ,n για f(x)= 1/(1+ x), έτσι η σχετική

διαµέριση αποτελείται από τα σηµεία x0 = 0, x1 = 1/n, x2 = 2/n, . . . , xn = n/n= 1.

Κατά συνέπεια

lim
n→∞

(
1

n+1
+ 1

n+2
+·· ·+ 1

n+n

)
=

∫
1

0

1

1+ x
dx.
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα

΄Ασκηση 1

Με τον ορισµό του ολοκληρώµατος να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα∫
1

0

x
2
dx.

Παρατήρηση 3

Αν η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a,b] το ολοκλήρωµα∫
b

a
f(x)dx , όπως ϕαίνεται και από την (1), είναι ανεξάρτητο της µεταβλητής x .

΄Ετσι µπορούµε, για παράδειγµα, να γράφουµε∫
b

a

f(x)dx =
∫

b

a

f(t)dt =
∫

b

a

f(y)dy =
∫

b

a

f(u)du =
∫

b

a

f(s)ds.
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα Αριθµητική ολοκλήρωση: Ο κανόνας του τραπεζίου

Αν f : [a,b] → R είναι µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση χωρίζουµε το διάστηµα

[a,b] σε n ίσου µήκους υποδιαστήµατα, µε τη ϐοήθεια της διαµέρισης Ph =
{x0,x1,x2, . . . ,xn}, µε xk−xk−1 = h= (b−a)/n, για k = 1,2, . . . ,n. Τότε τό άθροισµα

n∑
k=1

f(xk−1)∆xk = f(x0)h+ f(x1)h+·· ·+ f(xn−1)h

είναι ένα τυπικό άθροισµα Riemann της f για την Ph, έστω S(f ,Ph), αφού ξk = xk−1,

k = 1,2, . . . ,n, κατά συνέπεια

lim
h→0

S(f ,Ph)=
∫

b

a

f(x)dx.

Τότε και S(f ,Ph)+ f(b)h → ∫
b

a
f(x)dx καθώς h → 0. Το τελευταίο άθροισµα

µπορεί να γραφεί ως

n∑
k=0

f(xk)h= f(a)
h

2
+ [f(a)+ f(x1)]

h

2
+·· ·+ [f(xn−1)+ f(b)]

h

2
+ f(b)

h

2

= f(a)
h

2
+

n∑
k=1

[f(xk−1)+ f(xk)]
h

2
+ f(b)

h

2
.
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα Αριθµητική ολοκλήρωση: Ο κανόνας του τραπεζίου

a = x0 x1 xk−1 xk xn−1 b = xn
x

y = f(x)

Σχήµα: Ο κανόνας του τραπεζίου
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Το ορισµένο ολοκλήρωµα Αριθµητική ολοκλήρωση: Ο κανόνας του τραπεζίου

Παρατηρούµε ότι για f ≥ 0 ό τυπικός όρος του αθροίσµατος παριστάνει το εµ-

ϐαδόν τραπεζίου µε ϐάσεις f(xk−1), f(xk) και ύψος h, ϐλέπε Σχήµα 2. Επειδή

xk = a+ k(b−a)/n, k = 0,1,2, . . . ,n, για µεγάλο n, έχουµε την προσέγγιση∫
b

a

f(x)dx ≈ h

2

(
f(a)+2

n−1∑
k=1

f(a+ kh)+ f(b)
)
, όπου h= b−a

n
.

Τον προσεγγιστικό αυτό τρόπο υπολογισµού του ολοκληρώµατος λέµε κανόνα
του τραπεζίου.

Ολοκληρώµατα Απρίλιος 2025 13 / 38

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



Ιδιότητες του ολοκληρώµατος

Θεώρηµα 2

΄Εστω ότι οι f και g είναι ολοκληρώσιµες συναρτήσεις στο [a,b].
(1) Για κάθε Ϲευγάρι πραγµατικών αριθµών λ και µ η λf +µg είναι

ολοκληρώσιµη στο [a,b] και∫
b

a

[λf(x)+µg(x)]dx =λ

∫
b

a

f(x)dx +µ

∫
b

a

g(x)dx.

(2) Εάν f(x)≤ g(x) για κάθε x ∈ [a,b], τότε∫
b

a

f(x)dx ≤
∫

b

a

g(x)dx.

(3) ∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣≤ ∫
b

a

|f(x)|dx.
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Ιδιότητες του ολοκληρώµατος

Θεώρηµα 3

΄Εστω ότι η f είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο [a,b].
(1) Εάν m ≤ f(x)≤M για κάθε x ∈ [a,b], τότε

m(b−a)≤
∫

b

a

f(x)dx ≤M(b−a).

Ειδικά αν f(x)≥ 0 για κάθε x ∈ [a,b], τότε∫
b

a

f(x)dx ≥ 0.

(2) Εάν a < c < b, τότε∫
b

a

f(x)dx =
∫

c

a

f(x)dx +
∫

b

c

f(x)dx.
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Ιδιότητες του ολοκληρώµατος

ΣΗΜΕΙΩΣΗ:

Μέχρι τώρα έχουµε υποθέσει ότι το κάτω όριο ολοκλήρωσης είναι µικρότερο του

άνω ορίου. Στη πράξη είναι ϐολικό να ϑεωρούµε και περιπτώσεις όπου το κάτω

όριο είναι µεγαλύτερο του άνω ορίου. Για τον λόγο αυτό ορίζουµε αν η f είναι

ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a,b] (a < b)∫
a

b

f(x)dx =−
∫

b

a

f(x)dx.

Επίσης εάν a ≤ c ≤ b, ορίζουµε ∫
c

c

f(x)dx = 0.

Με αυτή την επέκταση του ορισµού του ολοκληρώµατος αποδεικνύεται ότι αν η

συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο κλειστό διάστηµα I και a, b, c είναι σηµεία

του I, τότε για οποιαδήποτε διάταξη των a, b, c ισχύει∫
b

a

f(x)dx =
∫

c

a

f(x)dx +
∫

b

c

f(x)dx.
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Ιδιότητες του ολοκληρώµατος

Θεώρηµα 4

΄Εστω ότι η f είναι µια ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο [a,b]. Η συνάρτηση που

ορίζεται µε τη σχέση

F(x)=
∫

x

a

f(t)dt , a ≤ x ≤ b

είναι συνεχής στο [a,b].
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Ιδιότητες του ολοκληρώµατος

Ορισµός 2

Εάν η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a,b] ορίζουµε την µέση τιµή f της f να είναι

f = 1

b−a

∫
b

a

f(x)dx.

Θεώρηµα 5

Εάν η f είναι συνεχής στο [a,b] τότε υπάρχει ξ ∈ (a,b) ώστε f(ξ)= f , δηλαδή

f(ξ)= 1

b−a

∫
b

a

f(x)dx = f .

Θεώρηµα 6

Εάν η f είναι συνεχής στο [a,b] και η g είναι ολοκληρώσιµη στο [a,b] και δεν

αλλάζει πρόσηµο στο διάστηµα, τότε υπάρχει ξ ∈ (a,b) ώστε∫
b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫
b

a

g(x)dx.

Ολοκληρώµατα Απρίλιος 2025 18 / 38

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού

Θεώρηµα 7 (ΘΘ1)

΄Εστω ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a,b] και έστω

F(x)=
∫

x

a

f(t)dt , a ≤ x ≤ b.

Αν η f είναι συνεχής στο c ∈ [a,b], τότε η F είναι παραγωγίσιµη στο c και

F
′(c)= f(c). Ειδικά αν η f είναι συνεχής στο [a,b], τότε F

′(x)= f(x) για κάθε

x ∈ [a,b]. Γράφοντας F
′(a) εννοούµε τη δεξιά παράγωγο στο x = a, και F

′(b)
εννοούµε την αριστερή παράγωγο στο x = b.

Το αποτέλεσµα του ϑεωρήµατος µπορεί να γραφεί στη µορφή

d

dx

∫
x

a

f(t)dt = f(x)

σε κάθε σηµείο x όπου η f είναι συνεχής.
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Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού

Θεώρηµα 8 (ΘΘ2)

΄Εστω ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a,b] και έστω f = g
′
για κάποια συνάρτηση

g, τότε ∫
b

a

f(t)dt = g(b)−g(a).

Ειδικά αν η f είναι συνεχής στο [a,b], τότε∫
b

a

f(t)dt = F(b)− F(a), όπου F(x)=
∫

x

a

f(t)dt .

♣ Αν g
′ = f το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος 4 το γράφουµε απλά σαν∫

b

a

f(t)dt = g(t)

]b

a

όπου g(t)

]b

a

= g(b)−g(a).
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Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού

Παρατήρηση 4 (ΘΘ1+ΘΘ2)

1 Αν αν η f είναι συνεχής στο [a,b], η

F(x)=
∫

x

a

f(t)dt , a ≤ x ≤ b

είναι παραγωγίσιµη στο [a,b] και F
′(x)= f(x).

2 Επιπλέον ∫
b

a

f(t)dt = F(t)

]b

a

= F(b)− F(a).

Ειδικά αν η f
′ είναι συνεχής στο [a,b], τότε∫

b

a

f
′(t)dt = f(t)

]b

a

f(b)− f(a).
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Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού

Παρατήρηση 5

Εάν η f είναι συνεχής και οι u, v παραγωγίσιµες τότε

d

dx

∫
v(x)

u(x)
f(t)dt = f(v(x))v ′(x)− f(u(x))u′(x).

Πράγµατι αν η f είναι συνεχής στο [a,b] και ορίσουµε F(x)= ∫
x

a
f(t)dt , τότε∫

v(x)

u(x)
f(t)dt =

∫
a

u(x)
f(t)dt +

∫
v(x)

a

f(t)dt = F(v(x))− F(u(x)).

Παραγωγίζοντας και παίρνοντας υπόψη ότι F
′ = f έπεται το Ϲητούµενο.

Θεώρηµα 9 (Τύπος της αντικατάστασης)

Αν οι f και g
′

είναι συνεχείς, τότε∫
b

a

f(g(x))g′(x)dx =
∫

g(b)

g(a)
f(x)dx.
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Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού

Παράδειγµα 3

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫
1

0

x dx.

Από το ΘΘ2 έχουµε∫
1

0

x dx =
∫

1

0

(
1

2
x

2
)′

dx = 1

2
1

2 − 1

2
0

2 = 1

2
.

Παράδειγµα 4

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫ π

0

sinx dx.

∫ π

0

sinx dx =
∫ π

0

(−cosx)′dx =−cosx

]π
0

=−(−1)− (−1)= 2.
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Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού

Παράδειγµα 5

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫ π/4

0

tanx dx.

΄Οπως πριν υπολογίζουµε∫ π/4

0

tanx dx =
∫ π/4

0

sinx

cosx
dx =

∫ π/4

0

−cos′ x
cosx

dx =−
∫ π/4

0

cos′ x
cosx

dx

=−
∫ π/4

0

(
log |cosx|)′dx

=− log |cosx|
]π/4

0

=− log
(

1p
2

)
+ log1

= 1

2
log2.
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Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού

Παράδειγµα 6

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα∫
b

a

sin5
x cosx dx.

Αν δούµε ότι

sin5
x cosx = d

dx

(
1

6
sin6

x

)
τότε από το ΘΘ2 παίρνουµε∫

b

a

sin5
x cosx dx =

∫
b

a

(
1

6
sin6

x

)′
dx

= 1

6
sin6

b− 1

6
sin6

a.
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Το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού

Παράδειγµα 6 (συνέχεια)

∆ιαφορετικά γράφοντας∫
b

a

sin5
x cosx dx =

∫
b

a

sin5
x sin′ x dx

και ϑέτοντας u = sinx έχουµε ότι du = cosx dx , οπότε από τον τύπο της

αντικατάστασης παίρνουµε

=
∫

u(b)

u(a)
u

5
du

=
∫ sinb

sina

u
5
du

=
∫ sinb

sina

(
1

6
u

6
)′

du

= 1

6
sin6

b− 1

6
sin6

a.
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Το αόριστο ολοκλήρωµα

Θα λέµε ότι η F είναι µια παράγουσα της f αν F
′ = f . Γράφοντας∫

f(x)dx

εννοούµε τη συλλογή όλων των παραγουσών της f . ΄Ετσι αν F
′(x)= f(x), τότε∫

f(x)dx = F(x)+C

όπου C είναι µια σταθερά. ΄Ετσι αν η f είναι παραγωγίσιµη, τότε∫
f
′(x)dx = f(x)+C.

Σηµειώνουµε ότι αν η f είναι συνεχής η συνάρτηση

F(x)=
∫

x

a

f(t)dt

είναι η (µοναδική) παράγουσα της f µε F(a)= 0.
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Το αόριστο ολοκλήρωµα

Παράγουσες βασικών συναρτήσεων

1

∫
x

r
dx = 1

r +1
x

r+1 +C, r ̸= −1. 2

∫
1

x
dx = log |x|+C, x ̸= 0.

3

∫
sinx dx =−cosx +C. 4

∫
cosx dx = sinx +C.

5

∫
tanx dx = log |secx|+C. 6

∫
cotx dx = log |sinx|+C.

7

∫
secx dx = log |secx + tanx|+C. 8

∫
sec2

x dx = tanx +C.

9

∫
e

x = e
x +C.

10

∫
a

x = 1

loga
a

x +C, a > 0, a ̸= 1.

11

∫
1p

1− x2
dx = sin−1

x +C =−cos−1
x +C.

12

∫
1

1+ x2
dx = tan−1

x +C.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Ολοκλήρωση κατά µέρη
Ολοκληρώνοντας τη σχέση (fg)′ = f

′
g+ fg

′ προκύπτει ο τύπος∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f
′(x)g(x)dx.

Θέτοντας u = f(x) και v = g(x) έχουµε du = f
′(x)dx και dv = g

′(x)dx ,

οπότε ο τύπος της ολοκλήρωσης κατά µέρη σε διαφορική µορφή γράφεται∫
u dv = uv −

∫
v du.

Παράδειγµα 7

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫
x cosx dx.

Υπολογίζουµε∫
x cosx dx =

∫
x(sinx)′dx = x sinx −

∫
sinx dx = x sinx +cosx +C.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Ανάλυση σε µερικά κλάσµατα
Κάθε ϱητή συνάρτηση, p(x)/q(x) όπου ο ϐαθµός του παρονοµαστή είναι

µεγαλύτερος του ϐαθµού του αριθµητή, µπορεί να γραφεί σαν άθροισµα

απλών κλασµάτων, τόσων στο πλήθος όσο το πλήθος των παραγόντων του

q(x), της µορφής

A

(ax +b)n
, ή

Ax +B

(ax2 +bx +c)m
,

όπου n,m ∈N. Για παράδειγµα

3x −2

(4x −3)(2x +5)3
= A

4x −3
+ B

2x +5
+ C

(2x +5)2
+ D

(2x +5)3

5x
2 − x +2

(x2 +2x +4)2(x −1)
= A

x −1
+ Bx +C

x2 +2x +4
+ Dx +E

(x2 +2x +4)2
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Θεώρηµα 10 (Ανάλυση σε απλά κλάσµατα)

Αν p και q είναι πολυώνυµα, ο ϐαθµός του p είναι µικρότερος του ϐαθµού του

q, και το q αναλύεται σε παράγοντες ανά δύο διαφορετικούς µεταξύ τους

q(x)=Q(x +a1)
m1 · · ·(x +ak)

mk (x2 +b1x +c1)
n1 · · ·(x2 +blx +cl)

nl

όπου Q είναι µια σταθερά και τα τριώνυµα δεν έχουν πραγµατικές ϱίζες, τότε

υπάρχουν σταθερές A
1
1
, . . .Am1

1
, A

1
k
, . . .Amk

k
, B

1
1

, . . .Bn1

1
, B

1
l

, . . .Bnl

l
, C

1
1

, . . .Cn1

1
,

C
1
l

, . . .Cnl

l
µονοσήµαντα ορισµένες, ώστε

p(x)

q(x)
= A

1
1

x +a1

+·· ·+ A
m1

1

(x +a1)m1

+·· ·+ A
1
k

x +ak

+·· ·+ A
mk

k

(x +ak)mk

+ B
1
1
x +C

1
1

x2 +b1x +c1

+·· ·+ B
n1

1
x +C

n1

1

(x2 +b1x +c1)n1

+·· ·

+ B
1
l
x +C

1
l

x2 +b1x +c1

+·· ·+ B
nl

l
x +C

nl

l

(x2 +b1x +c1)nl

.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Παράδειγµα 8

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα∫
6− x

(x −3)(2x +5)
dx.

Αναλύουµε σε απλά κλάσµατα

6− x

(x −3)(2x +5)
= A

x −3
+ B

2x +5
= A(2x +5)+B(x −3)

(x −3)(2x +5)

οπότε εξισώνοντας παίρνουµε

6− x = (5A−3B)+ (2A+B)x ⇔
{

5A−3B = 6

2A+B =−1

}
⇔

{
A= 3/11

B =−17/11
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Παράδειγµα 9 (συνέχεια)

έτσι ∫
6− x

(x −3)(2x +5)
dx =

∫ [3/11

x −3
− 17/11

2x +5

]
dx

= 3

11

∫
dx

x −3
− 17

11

∫
dx

2x +5

= 3

11

∫
dx

x −3
− 17

22

∫
2dx

2x +5

= 3

11
log |x −3|− 17

22
log |2x +5|+C.

Ολοκληρώµατα Απρίλιος 2025 33 / 38

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Αλλαγή µεταβλητής
Ο τύπος της αντικατάστασης στη περίπτωση του αόριστου ολοκληρώµατος

παίρνει την απλή µορφή∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt , t = g(x), dt = g

′(x)dx.

Παράδειγµα 10

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
dx

x(1+ logx)p
, x > e

−1, p ̸= 1.

Θέτοντας u = 1+ logx , οπότε du = (1+ logx)′dx = 1/x dx , παίρνουµε∫
dx

x(1+ logx)p
=

∫
du

up
= 1

1−p
u

1−p +C = 1

1−p
(1+ logx)1−p +C.

Ολοκληρώµατα Απρίλιος 2025 34 / 38

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



∆ιάφορα Παραδείγµατα

Παράδειγµα 11 (Το ολοκλήρωµα της τέµνουσας)

Υπολογίζουµε το
∫
secx dx . Επειδή

d

dx
secx =

(
1

cosx

)′
=− 1

cos2 x
(−sinx)= 1

cosx
tanx = secx tanx

d

dx
tanx =

( sinx

cosx

)′
= 1

cos2 x
= sec2

x

υπολογίζουµε ∫
secx dx =

∫
secx

tanx + secx

tanx + secx
dx

=
∫

secx tanx + sec2
x

secx + tanx
dx

=
∫

(secx + tanx)′

secx + tanx
dx

= log |secx + tanx|+C.
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∆ιάφορα Παραδείγµατα

Τριγωνοµετρικές αντικαταστάσεις

Οι τριγωνοµετρικές ταυτότητες

sin2
x +cos2

x = 1, sec2
x = 1+ tan2

x

παρακινούν στη χρήση τριγωνοµετρικών αντικαταστάσεων στις εκφράσεις√
a2 − x2,

√
a2 + x2,

√
x2 −a2 a > 0.

Αν x = a sinθ⇔ θ = sin−1 x

a
, −π

2
≤ θ ≤ π

2
,

τότε

√
a2 − x2 =

√
a2

(
1− sin2θ

)= a|cosθ| = acosθ.

Αν x = a tanθ⇔ θ = tan−1 x

a
, −π

2
< θ < π

2
,

τότε

√
a2 + x2 =

√
a2

(
1+ tan2θ

)= a|secθ| = a secθ.

Αν x = a secθ⇔ θ = sec−1 x

a
, 0≤ θ < π

2
, ή π≤ θ < 3π

2
,

τότε

√
x2 −a2 =

√
a2

(
sec2θ−1

)= a|tanθ| = tanθ.
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∆ιάφορα Παραδείγµατα

Παράδειγµα 12 (τριγωνοµετρική αντικατάσταση)

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫
dxp
4+ x2

.

Θέτουµε

x = 2tanθ, −π

2
< θ < π

2

οπότε√
4+ x2 =

√
4(1+ tan2θ)= 2|secθ| = 2secθ και dx = 2sec2θdθ.

΄Ετσι

tanθ = x

2
,

και διαµορφώνοντας το σχετικό ορθογώνιο τρίγωνο, ϐλέπε Σχήµα
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∆ιάφορα Παραδείγµατα

Παράδειγµα 12 (συνέχεια)

x

p
4+ x2

2

x = 2tanθ

θ

υπολογίζουµε

secθ =
p

4+ x2

2
.

΄Ετσι το ολοκλήρωµα γίνεται∫
dxp
4+ x2

=
∫

2sec2θdθ

2secθ
=

∫
secθdθ = log |secθ+ tanθ|+C

= log

∣∣∣∣
p

4+ x2

2
+ x

2

∣∣∣∣+C.
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