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Παρατήρηση (ΘΘ1+ΘΘ2)

1 Αν αν η f είναι συνεχής στο [a,b], η

F(x)=
∫

x

a

f(t)dt , a ≤ x ≤ b

είναι παραγωγίσιµη στο [a,b] και F
′(x)= f(x).

2 Επιπλέον ∫
b

a

f(t)dt = F(t)

]b

a

= F(b)− F(a).

Ειδικά αν η f
′ είναι συνεχής στο [a,b], τότε∫

b

a

f
′(t)dt = f(t)

]b

a

f(b)− f(a).
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Παρατήρηση

Εάν η f είναι συνεχής και οι u, v παραγωγίσιµες τότε

d

dx

∫
v(x)

u(x)
f(t)dt = f(v(x))v ′(x)− f(u(x))u′(x).

Πράγµατι αν η f είναι συνεχής στο [a,b] και ορίσουµε F(x)= ∫
x

a
f(t)dt , τότε∫

v(x)

u(x)
f(t)dt =

∫
a

u(x)
f(t)dt +

∫
v(x)

a

f(t)dt = F(v(x))− F(u(x)).

Παραγωγίζοντας και παίρνοντας υπόψη ότι F
′ = f έπεται το Ϲητούµενο.

Θεώρηµα (Τύπος της αντικατάστασης)

Αν οι f και g
′

είναι συνεχείς, τότε∫
b

a

f(g(x))g′(x)dx =
∫

g(b)

g(a)
f(x)dx.
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Παράδειγµα

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫
1

0

x dx.

Από το ΘΘ2 έχουµε∫
1

0

x dx =
∫

1

0

(
1

2
x

2
)′

dx = 1

2
1

2 − 1

2
0

2 = 1

2
.

Παράδειγµα

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫ π

0

sinx dx.

∫ π

0

sinx dx =
∫ π

0

(−cosx)′dx =−cosx

]π
0

=−(−1)− (−1)= 2.
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Παράδειγµα

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα ∫ π/4

0

tanx dx.

΄Οπως πριν υπολογίζουµε∫ π/4

0

tanx dx =
∫ π/4

0

sinx

cosx
dx =

∫ π/4

0

−cos′ x
cosx

dx =−
∫ π/4

0

cos′ x
cosx

dx

=−
∫ π/4

0

(
log |cosx|)′dx

=− log |cosx|
]π/4

0

=− log
(

1p
2

)
+ log1

= 1

2
log2.
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Παράδειγµα

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα∫
b

a

sin5
x cosx dx.

Αν δούµε ότι

sin5
x cosx = d

dx

(
1

6
sin6

x

)
τότε από το ΘΘ2 παίρνουµε∫

b

a

sin5
x cosx dx =

∫
b

a

(
1

6
sin6

x

)′
dx

= 1

6
sin6

b− 1

6
sin6

a.
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Παράδειγµα (συνέχεια)

∆ιαφορετικά γράφοντας∫
b

a

sin5
x cosx dx =

∫
b

a

sin5
x sin′ x dx

και ϑέτοντας u = sinx έχουµε ότι du = cosx dx , οπότε από τον τύπο της

αντικατάστασης παίρνουµε

=
∫

u(b)

u(a)
u

5
du

=
∫ sinb

sina

u
5
du

=
∫ sinb

sina

(
1

6
u

6
)′

du

= 1

6
sin6

b− 1

6
sin6

a.
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Το αόριστο ολοκλήρωµα

Θα λέµε ότι η F είναι µια παράγουσα της f αν F
′ = f . Γράφοντας∫

f(x)dx

εννοούµε τη συλλογή όλων των παραγουσών της f . ΄Ετσι αν F
′(x)= f(x), τότε∫

f(x)dx = F(x)+C

όπου C είναι µια σταθερά. ΄Ετσι αν η f είναι παραγωγίσιµη, τότε∫
f
′(x)dx = f(x)+C.

Σηµειώνουµε ότι αν η f είναι συνεχής η συνάρτηση

F(x)=
∫

x

a

f(t)dt

είναι η (µοναδική) παράγουσα της f µε F(a)= 0.

Ολοκληρώµατα Απρίλιος 2024 8 / 31

ΕΣ
/Τ

Μ
ΗΥΠ



Το αόριστο ολοκλήρωµα

Παράγουσες βασικών συναρτήσεων

1

∫
x

r
dx = 1

r +1
x

r+1 +C, r ̸= −1. 2

∫
1

x
dx = log |x|+C, x ̸= 0.

3

∫
sinx dx =−cosx +C. 4

∫
cosx dx = sinx +C.

5

∫
tanx dx = log |secx|+C. 6

∫
cotx dx = log |sinx|+C.

7

∫
secx dx = log |secx + tanx|+C. 8

∫
sec2

x dx = tanx +C.

9

∫
e

x = e
x +C.

10

∫
a

x = 1

loga
a

x +C, a > 0, a ̸= 1.

11

∫
1p

1− x2
dx = sin−1

x +C =−cos−1
x +C.

12

∫
1

1+ x2
dx = tan−1

x +C.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Ολοκλήρωση κατά µέρη

Ολοκληρώνοντας τη σχέση (fg)′ = f
′
g+ fg

′ προκύπτει ο τύπος∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f
′(x)g(x)dx.

Θέτοντας u = f(x) και v = g(x) έχουµε du = f
′(x)dx και dv = g

′(x)dx ,

οπότε ο τύπος της ολοκλήρωσης κατά µέρη σε διαφορική µορφή γράφεται∫
u dv = uv −

∫
v du.

Παράδειγµα

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫
x cosx dx.

Υπολογίζουµε∫
x cosx dx =

∫
x(sinx)′dx = x sinx −

∫
sinx dx = x sinx +cosx +C.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Ανάλυση σε µερικά κλάσµατα

Κάθε ϱητή συνάρτηση, p(x)/q(x) όπου ο ϐαθµός του παρονοµαστή είναι

µεγαλύτερος του ϐαθµού του αριθµητή, µπορεί να γραφεί σαν άθροισµα

απλών κλασµάτων, τόσων στο πλήθος όσο το πλήθος των παραγόντων του

q(x), της µορφής

A

(ax +b)n
, ή

Ax +B

(ax2 +bx +c)m
,

όπου n,m ∈N. Για παράδειγµα

3x −2

(4x −3)(2x +5)3
= A

4x −3
+ B

2x +5
+ C

(2x +5)2
+ D

(2x +5)3

5x
2 − x +2

(x2 +2x +4)2(x −1)
= A

x −1
+ Bx +C

x2 +2x +4
+ Dx +E

(x2 +2x +4)2
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Θεώρηµα (Ανάλυση σε απλά κλάσµατα)

Αν p και q είναι πολυώνυµα, ο ϐαθµός του p είναι µικρότερος του ϐαθµού του

q, και το q αναλύεται σε παράγοντες ανά δύο διαφορετικούς µεταξύ τους

q(x)=Q(x +a1)
m1 · · ·(x +ak)

mk (x2 +b1x +c1)
n1 · · ·(x2 +blx +cl)

nl

όπου Q είναι µια σταθερά και τα τριώνυµα δεν έχουν πραγµατικές ϱίζες, τότε

υπάρχουν σταθερές A
1
1
, . . .Am1

1
, A

1
k
, . . .Amk

k
, B

1
1

, . . .Bn1

1
, B

1
l

, . . .Bnl

l
, C

1
1

, . . .Cn1

1
,

C
1
l

, . . .Cnl

l
µονοσήµαντα ορισµένες, ώστε

p(x)

q(x)
= A

1
1

x +a1

+·· ·+ A
m1

1

(x +a1)m1

+·· ·+ A
1
k

x +ak

+·· ·+ A
mk

k

(x +ak)mk

+ B
1
1
x +C

1
1

x2 +b1x +c1

+·· ·+ B
n1

1
x +C

n1

1

(x2 +b1x +c1)n1

+·· ·

+ B
1
l
x +C

1
l

x2 +b1x +c1

+·· ·+ B
nl

l
x +C

nl

l

(x2 +b1x +c1)nl

.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Παράδειγµα

Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα∫
6− x

(x −3)(2x +5)
dx.

Αναλύουµε σε απλά κλάσµατα

6− x

(x −3)(2x +5)
= A

x −3
+ B

2x +5
= A(2x +5)+B(x −3)

(x −3)(2x +5)

οπότε εξισώνοντας παίρνουµε

6− x = (5A−3B)+ (2A+B)x ⇔
{

5A−3B = 6

2A+B =−1

}
⇔

{
A= 3/11

B =−17/11
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Παράδειγµα (συνέχεια)

έτσι ∫
6− x

(x −3)(2x +5)
dx =

∫ [3/11

x −3
− 17/11

2x +5

]
dx

= 3

11

∫
dx

x −3
− 17

11

∫
dx

2x +5

= 3

11

∫
dx

x −3
− 17

22

∫
2dx

2x +5

= 3

11
log |x −3|− 17

22
log |2x +5|+C.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Αλλαγή µεταβλητής

Ο τύπος της αντικατάστασης στη περίπτωση του αόριστου ολοκληρώµατος

παίρνει την απλή µορφή∫
f(g(x))g′(x)dx =

∫
f(t)dt , t = g(x), dt = g

′(x)dx.

Παράδειγµα

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
dx

x(1+ logx)p
, x > e

−1, p ̸= 1.

Θέτοντας u = 1+ logx , οπότε du = (1+ logx)′dx = 1/x dx , παίρνουµε∫
dx

x(1+ logx)p
=

∫
du

up
= 1

1−p
u

1−p +C = 1

1−p
(1+ logx)1−p +C.
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Παραδείγµατα

Παράδειγµα (Το ολοκλήρωµα της τέµνουσας)

Υπολογίζουµε το
∫
secx dx . Επειδή

d

dx
secx =

(
1

cosx

)′
=− 1

cos2 x
(−sinx)= 1

cosx
tanx = secx tanx

d

dx
tanx =

( sinx

cosx

)′
= 1

cos2 x
= sec2

x

υπολογίζουµε ∫
secx dx =

∫
secx

tanx + secx

tanx + secx
dx

=
∫

secx tanx + sec2
x

secx + tanx
dx

=
∫

(secx + tanx)′

secx + tanx
dx

= log |secx + tanx|+C.
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Παραδείγµατα

Παράδειγµα (τριγωνοµετρική αντικατάσταση)

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα ∫
dxp
4+ x2

.

Θέτουµε

x = 2tanθ, −π
2
< θ < π

2

οπότε√
4+ x2 =

√
4(1+ tan2θ)= 2|secθ| = 2secθ και dx = 2sec2θdθ,

άρα

tanθ = x

2
και secθ =

p
4+ x2

2
.

΄Ετσι το ολοκλήρωµα γίνεται
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Παραδείγµατα

Παράδειγµα (συνέχεια)

∫
dxp
4+ x2

=
∫

2sec2θdθ

2secθ
=

∫
secθdθ = log |secθ+ tanθ|+C

= log

∣∣∣∣
p

4+ x2

2
+ x

2

∣∣∣∣+C.

Οι εκφράσεις √
a2 − x2,

√
a2 + x2,

√
x2 −a2

µε a > 0, µέσω των ταυτοτήτων sin2
x +cos2

x = 1 και sec2
x = 1+ tan2

x γίνονται,

για κατάλληλο θ σε κάθε περίπτωση,

αν x = a sinθ⇔ θ = sin−1 x

a
, τότε

√
a2 − x2 =

√
a2

(
1− sin2θ

)= a|cosθ|,

αν x = a tanθ⇔ θ = tan−1 x

a
, τότε

√
a2 + x2 =

√
a2

(
1+ tan2θ

)= a|secθ|,

αν x = a secθ⇔ θ = sec−1 x

a
, τότε

√
x2 −a2 =

√
a2

(
sec2θ−1

)= a|tanθ|.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Για τον ορισµό του ορισµένου ολοκληρώµατος, ή ολοκληρώµατος Riemann, µιας

συνάρτησης f ορισµένης στο κλειστό διάστηµα [a,b] απαιτείται η συνάρτηση

ναείναι ϕραγµένη στο [a,b]. Η έννοια του ολοκληρώµατος επεκτείνεται σε

περιπτώσεις όπου το διάστηµα ολοκλήρωσης δεν είναι πεπερασµένο ή η υπό

ολοκλήρωση συνάρτηση δεν είναι ϕραγµένη στο διάστηµα ολοκλήρωσης.

Ορισµός

Το ολοκλήρωµα ∫ β

α
f(x)dx

λέγεται γενικευµένο ολοκλήρωµα εάν

(1) Τουλάχιστον ένα από τα άκρα ολοκλήρωσης είναι άπειρο, δηλαδή

α=−∞, ή β=+∞, ή β=−α=+∞.

(2) Η f είναι µη ϕραγµένη σε ένα ή περισσότερα σηµεία του διαστήµατος

ολοκλήρωσης.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ορισµός (Γενικευµένο ολοκλήρωµα τύπου Ι)

(1) Εάν για κάθε t ≥ a η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [a, t]
γράφουµε ∫ +∞

a

f(x)dx = lim
t→+∞

∫
t

a

f(x)dx. (1)

Θα λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫ +∞

a
f(x)dx συγκλίνει εάν το όριο στην (1)

υπάρχει σαν πραγµατικός αριθµός, διαφορετικά ϑα λέµε ότι το

ολοκλήρωµα αποκλίνει.

(2) Εάν για κάθε t ≤ a η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [t ,a]
γράφουµε ∫

a

−∞
f(x)dx = lim

t→−∞

∫
a

t

f(x)dx. (2)

Θα λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫

a

−∞ f(x)dx συγκλίνει εάν το όριο στην (2)

υπάρχει σαν πραγµατικός αριθµός, διαφορετικά ϑα λέµε ότι το

ολοκλήρωµα αποκλίνει.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ορισµός (Γενικευµένο ολοκλήρωµα τύπου Ι)

Θα λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ f(x)dx συγκλίνει εάν για κάποιο a ∈R και τα

δύο ολοκληρώµατα
∫ +∞

a
f(x)dx και

∫
a

−∞ f(x)dx συγκλίνουν. Στη περίπτωση

αυτή ορίζουµε ∫ +∞

−∞
f(x)dx =

∫
a

−∞
f(x)dx +

∫ +∞

a

f(x)dx.

Εάν τουλάχιστον ένα από τα ολοκληρώµατα
∫ +∞

a
f(x)dx και

∫
a

−∞ f(x)dx

αποκλίνει ϑα λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫ +∞
−∞ f(x)dx αποκλίνει.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Παράδειγµα ∫ +∞

−∞
1

1+ x2
dx =

∫
0

−∞
1

1+ x2
dx +

∫ +∞

0

1

1+ x2
dx.

Υπολογίζουµε ∫
s

0

1

1+ x2
dx = arctan s−arctan0= arctan s

έτσι ∫ +∞

0

1

1+ x2
dx = lim

s→+∞arctan s = π

2

Από συµµετρία έχουµε επίσης∫
0

−∞
1

1+ x2
dx = π

2

κατά συνέπεια ∫ +∞

−∞
1

1+ x2
dx = π

2
+ π

2
=π.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ορισµός (Γενικευµένο ολοκλήρωµα τύπου ΙΙ)

(1) Εάν για κάθε t ∈ [a,b) η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα

[a, t], και µη ϕραγµένη στο b γράφουµε∫
b

a

f(x)dx = lim
t→b−

∫
t

a

f(x)dx. (3)

και λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫

b

a
f(x)dx συγκλίνει εάν το όριο στην (3)

υπάρχει σαν πραγµατικός αριθµός, διαφορετικά ϑα λέµε ότι το

ολοκλήρωµα αποκλίνει.

(2) Εάν για κάθε t ∈ (a,b] η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα

[t ,b], και µη ϕραγµένη στο a γράφουµε∫
b

a

f(x)dx = lim
t→a+

∫
b

t

f(x)dx. (4)

και λέµε ότι το ολοκλήρωµα
∫

b

a
f(x)dx συγκλίνει εάν το όριο στην (4)

υπάρχει σαν πραγµατικός αριθµός, διαφορετικά ϑα λέµε ότι αποκλίνει.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Ορισµός (Γενικευµένο ολοκλήρωµα τύπου ΙΙ)

Εάν η f είναι µη ϕραγµένη µόνο στο στο c ∈ (a,b) ϑα λέµε ότι το ολοκλήρωµα∫
b

a
f(x)dx συγκλίνει εάν και τα δύο ολοκληρώµατα

∫
c

a
f(x)dx και

∫
b

c
f(x)dx

συγκλίνουν. Στη περίπτωση αυτή ορίζουµε∫
b

a

f(x)dx =
∫

c

a

f(x)dx +
∫

b

c

f(x)dx. (5)

Εάν τουλάχιστον ένα από τα ολοκληρώµατα
∫

c

a
f(x)dx και

∫
b

c
f(x)dx αποκλίνει

το
∫

b

a
f(x)dx αποκλίνει. Σε περίπτωση που η f είναι µη ϕραγµένη σε

περισσότερα από ένα σηµεία ο ορισµός επεκτείνεται ανάλογα.

Την (5) µπορούµε εναλλακτικά να τη γράφουµε στη µορφή∫
b

a

f(x)dx = lim
ϵ→0+

∫
c−ϵ

a

f(x)dx + lim
δ→0+

∫
b

c+δ
f(x)dx.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Παράδειγµα

∆είξτε ότι το ολοκλήρωµα ∫
1

0

1p
x

dx.

συγκλίνει και υπολογίστε την τιµή του.

Η συνάρτηση f(x)= 1/
p

x είναι συνεχής στο (0,+∞) και µη ϕραγµένη κοντά

στο µηδέν, άρα για ϵ> 0 είναι ολοκληρώσιµη στο [ϵ,1], και∫
1

ϵ

1p
x

dx = x
1−1/2

1−1/2

]1

ϵ

= 2

(
1−p

ϵ
)
.

΄Ετσι ∫
1

0

1p
x

dx = lim
ϵ→0

∫
1

ϵ

1p
x

dx = lim
ϵ→0

2

(
1−p

ϵ
)
= 2.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Παράδειγµα

Εξετάστε για ποιές τιµές της παραµέτρου p συγκλίνει το ολοκλήρωµα∫ ∞

1

1

xp
dx.

και για αυτές που συγκλίνει να ϐρεθεί η τιµή του.

(i) Για p = 1 και T > 1 υπολογίζουµε∫
T

1

1

x
dx = logx

]T

1

= log T

και

lim
T→+∞

∫
T

1

1

x
dx = lim

T→+∞ log T =+∞.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Παράδειγµα (συνέχεια)

(ii) Για p ̸= 1 και T > 1 υπολογίζουµε∫
T

1

1

xp
dx =

∫
T

1

x
−p

dx = x
1−p

1−p

]T

1

= T
1−p

1−p
− 1

1−p
.

Αν p < 1⇔ 1−p > 0

lim
T→+∞

∫
T

1

1

xp
dx = lim

T→+∞
1

1−p

(
T

1−p −1

)
=+∞.

Αν p > 1⇔ p−1> 0

lim
T→+∞

∫
T

1

1

xp
dx = lim

T→+∞
1

p−1

(
1− 1

T p−1

)
= 1

p−1
.

Εποµένως ∫ +∞

1

1

xp
dx =

{
+∞ p ≤ 1,

1/(p−1) p > 1.
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Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Θεώρηµα

΄Εστω ότι για τη συνάρτηση f ισχύει

(1) f(x)≥ 0 για κάθε x ≥ a.

(2) Το ολοκλήρωµα

∫
b

a
f(x)dx υπάρχει για κάθε b ≥ a.

Τότε το ολοκλήρωµα

∫ +∞
a

f(x)dx συγκλίνει αν και µόνον αν υπάρχει σταθερά M > 0 ώστε∫
b

a

f(x)dx ≤M για κάθε b ≥ a.

Θεώρηµα (Βασικό κριτήριο σύγκρισης)

΄Εστω ότι για τις συναρτήσεις f και g ισχύει

(1) 0≤ f(x)≤ g(x) για κάθε x ≥ a.

(2) Το ολοκλήρωµα

∫
b

a
f(x)dx υπάρχει για κάθε b ≥ a.

Εάν το ολοκλήρωµα

∫ +∞
a

g(x)dx συγκλίνει τότε και το

∫ +∞
a

f(x)dx συγκλίνει και∫ +∞

a

f(x)dx ≤
∫ +∞

a

g(x)dx.
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Κριτήριο σύγκλισης για σειρές/ολοκληρώµατα

Το παρακάτω αποτέλεσµα δίνει πληροφορία για τη σύγκλιση ή απόκλιση µιας

κατηγορίας σειρών και προκύπτει από τη σύγκριση της σειράς µε ένα σχετικό

γενικευµένο ολοκλήρωµα.

Θεώρηµα (Κριτήριο ολοκληρώµατος)

΄Εστω f µια συνάρτηση συνεχής, ϑετική και ϕθίνουσα στο [1,+∞), και έστω

an = f(n). Τότε για κάθε n ∈N ισχύει

n∑
k=2

ak ≤
∫

n

1

f(x)dx ≤
n−1∑
k=1

ak . (6)

Κατά συνέπεια η σειρά
∑∞

k=1
ak συγκλίνει αν το ολοκλήρωµα

∫ +∞
1

f(x)dx

συγκλίνει, και αποκλίνει αν το ολοκλήρωµα αποκλίνει.
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Κριτήριο σύγκλισης για σειρές/ολοκληρώµατα

1 2 n n+1 n+2

(2,a2)

(2,a1)(1,a1)

a2 ≤
∫

2
1 f(x)dx ≤ a1

.

.

.

an+1 ≤
∫

n+1
n

f(x)dx ≤ an

f(x)

Σχήµα: Το κριτήριο του ολοκληρώµατος
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Κριτήριο σύγκλισης για σειρές/ολοκληρώµατα

Παράδειγµα

Για p > 0 ϑεωρούµε την p-σειρά

∞∑
n=1

1

np
= 1+ 1

2p
+ 1

3p
+·· ·+ 1

np
+·· ·

Εξετάστε για ποιές τιµές του p η σειρά συγκλίνει.

Η συνάρτηση

f(x)= 1

xp
, x > 0

είναι συνεχής, ϑετική, και ϕθίνουσα κατά συνέπεια σύµφωνα µε το Θεώρηµα

26 η σειρά συγκλίνει αν και µόνο αν το ολοκλήρωµα∫ +∞

1

1

xp
dx

συγκλίνει. ΄Ετσι από το Παράδειγµα 22 έπεται ότι η δοσµένη σειρά συγκλίνει αν

p > 1 και αποκλίνει αν p ≤ 1.
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