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∆ιαφορικές Εξισώσεις 1ης τάξης και εφαρµογές

Εξισώσεις Bernoulli

Οι Εξισώσεις Bernoulli είναι της µορφής

y
′+p(t)y = q(t)yα, (1)

όπου α είναι ένας πραγµατικός αριθµός. Παρατηρούµε ότι εάν α = 0,1 τότε

η (1) είναι µία γραµµική εξίσωση, η οποία στη περίπτωση α = 1 είναι επιπλέον

χωριζοµένων µεταβλητών. Παρατηρούµε επίσης ότι για α > 0 η y = 0 είναι µία

λύση της (1). Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι α ̸= 0,1. Εάν y ̸= 0 η (1) γράφεται

y
−α

y
′+p(t)y1−α = q(t),

και η αλλαγή µεταβλητής

v = y
1−α, (2)

οδηγεί µετά από πράξεις στη γραµµική εξίσωση

v
′+ (1−α)p(t)v = (1−α)q(t). (3)

Με χρήση λοιπόν του µετασχηµατισµού (2) µία εξίσωση Bernoulli ανάγεται σε µία

γραµµική εξίσωση.
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∆ιαφορικές Εξισώσεις 1ης τάξης και εφαρµογές

Παράδειγµα

Να λυθεί η εξίσωση

t
2
y
′+2ty −y

3 = 0, t > 0.

Γράφοντας τη δοσµένη εξίσωση στη µορφή

y
′+ 2

t
y − 1

t2
y

3 = 0,

διαπιστώνεται ότι είναι µία εξίσωση Bernoulli µε α= 3, και ότι η y = 0 είναι µία

λύση της. Αν τώρα y ̸= 0, διαιρώντας την εξίσωση µε y
3 ϐρίσκουµε

y
−3

y
′+ 2

t
y
−2 − 1

t2
= 0,

και ϑέτοντας, όπως στην (2), v = y
1−3 = y

−2 προκύπτει η γραµµική εξίσωση

v
′+ −4

t
v + 2

t2
= 0, t > 0.
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∆ιαφορικές Εξισώσεις 1ης τάξης και εφαρµογές

Παράδειγµα (συνέχεια)

Πολλαπλασιάζοντας τώρα µε τη συνάρτηση (ολοκληρωτικό παράγοντα)

µ(t)= exp
(∫ t

1

−4

s
ds

)
= 1

t4
,

έχουµε (
1

t4
v

)′
= −2

t4
⇒ 1

t4
v = 2

3t3
+c,

οπότε

v = 2

3
t +ct

4,

όπου c είναι µία αυθαίρετη σταθερά. Επιστρέφοντας στην αρχική µεταβλητή y

διά µέσου της y =±1/
p

v τελικά έχουµε τη γενική λύση της αρχικής εξίσωσης

να είναι η

y =±
√

3

2t +Ct4
.
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∆ιαφορικές Εξισώσεις 1ης τάξης και εφαρµογές

΄Ασκηση

΄Εστω a ένας πραγµατικός αριθµός. Να ϐρεθεί συνεχής συνάρτηση f , της

οποίας η µέση τιµή σε κάθε διάστηµα [0,x], µε x ̸= 0, είναι ίση µε (f(x)−a)/x .

΄Ασκηση

Να προσδιοριστούν όλες οι συναρτήσεις f : [0, a]→R, a > 0, των οποίων η

µέση τιµή σε κάθε διάστηµα [0, x], x > 0, είναι ίση µε το γεωµετρικό µέσο των

f(0) και f(x).
υποδειξη: Οι Ϲητούµενες συναρτήσεις f ικανοποιούν τη σχέση

1

x

∫
x

0

f(s)ds =
√

f(0)f(x).

∆ιακρίνετε τις περιπτώσεις f(0)= 0 και f(0) ̸= 0.

Το πρόβληµα αυτό εµφανίστηκε στο W. L. Putnam Mathematics Competition το

1962.
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∆ιαφορικές Εξισώσεις 1ης τάξης και εφαρµογές

΄Ασκηση

Η ανάπτυξη ενός κυττάρου εξαρτάται από τη ϱοή ϑρεπτικών ουσιών µέσω της

επιφανείας του. Αν W(t) είναι το ϐάρος του κυττάρου τη χρονική στιγµή t ,

W(0)=W0, και αν υποθέσουµε ότι ο ϱυθµός µεταβολής του ϐάρους είναι

ανάλογος του εµβαδού της επιφάνειας του κυττάρου

1 ∆είξτε ότι
dW

dt
=αW

2/3, α= κατάλληλη σταθερά.

2 Να ϐρεθεί το ϐάρος του κυττάρου κάθε στιγµή t .

Υπόδειξη: Μπορούµε να υποθέσουµε ότι το κύτταρο είναι σφαιρικό. Ο όγκος

V σφαίρας ακτίνας r είναι V = 4πr
3/3 και το εµβαδό επιφανείας της S = 4πr

2
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∆ιαφορικές Εξισώσεις 1ης τάξης και εφαρµογές

Λύση.

Αν g είναι το µέτρο της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας, m είναι η µάζα του

κυττάρου και ρ η πυκνότητα του κυττάρου, τότε

W =mg = gρV .

Από τις V = 4πr
3/3 και S = 4πr

2 ϐρίσκουµε r = (3V/(4π))1/3 οπότε

S = 4π
(
3V

4π

)2/3

= (4π)1/3
(
3W

gρ

)2/3

=
(
6
p
π

gρ

)2/3

W
2/3

Από την υπόθεση

dW

dt
= kS = k

(
6
p
π

gρ

)2/3

W
2/3

1 ΄Ετσι προκύπτει ο νόµος

dW

dt
=αW

2/3, µε α= σταθερά.
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∆ιαφορικές Εξισώσεις 1ης τάξης και εφαρµογές

2 Επιλύοντας ϐρίσκουµε

dW

dt
=αW

2/3 ⇒ W
′

W 2/3
=α

⇒ (
3W

1/3
)′ =α

⇒ 3W
1/3 =αt +c

⇒W =
(α

3
t +C

)3

⇒W(0)=W0 =C
3

κατά συνέπεια η λύση της εξίσωσης είναι

W =
(

3
p

W 0 + α

3
t

)3

όπου

α= k

(
6
p
π

gρ

)2/3

.
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∆ιαφορικές Εξισώσεις 1ης τάξης και εφαρµογές

΄Ασκηση (Ο νόµος ψύξης/θέρµανσης του Newton)

Ο ϱυθµός µεταβολής της ϑερµοκρασίας T(t) ενός κτιρίου είναι ανάλογος της

διαφοράς της ϑερµοκρασίας M(t) του περιβάλλοντος και της ϑερµοκρασίας

του κτιρίου. ΄Ετσι ϑα είναι
dT

dt
= K (M− T),

όπου K είναι µία σταθερά. Να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης αν T(0)= T0.

΄Ασκηση (Ο νόµος ακτινοβολίας του Stefan)

Σύµφωνα µε το νόµο αυτό ο ϱυθµός µεταβολής της ϑερµοκρασίας ενός

σώµατος σε T ϐαθµούς της κλίµακας Kelvin σε ένα µέσο ϑερµοκρασίας M

ϐαθµών της ίδιας κλίµακας είναι ανάλογος του M
4 − T

4, δηλαδή

dT

dt
= k(M4 − T

4),

όπου k είναι µία ϑετική σταθερά. Να λυθεί η εξίσωση.
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∆ιαφορικές Εξισώσεις 1ης τάξης και εφαρµογές

΄Ασκηση (Χηµικές αντιδράσεις)

Η αλληλεπίδραση ενός µορίου µίας ουσίας A µε ένα µόριο της ουσίας B µε

αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός µορίου µιάς νέας ουσίας X , είναι µία

δεύτερης τάξης χηµική αντίδραση που συνήθως συµβολίζουµε µε A+B → X .

Εάν α και β είναι οι αρχικές συγκεντρώσεις των ουσιών A και B αντίστοιχα και

x(t) είναι η συγκέντρωση της νέας ουσίας X τη χρονική στιγµή t , τότε ο ϱυθµός

που εξελίσεται η αντίδραση δίνεται από

dx

dt
= k(α− x)(β− x),

όπου k είναι µία ϑετική σταθερά. Εάν x(0)= x0 να ϐρεθεί η λύση του

προβλήµατος αρχικών τιµών στις περιπτώσεις α ̸=β και α=β καθώς και η

συµπεριφορά της λύσης καθώς t →∞.
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Το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας

Θεώρηµα (Picard - Lindelöf Τοπική ΄Υπαρξη και Μοναδικότητα)

Θεωρούµε το πρόβληµα αρχικών τιµών

y
′ = f(t ,y), y(t0)= y0 (4)

Εάν οι συναρτήσεις f και ∂f/∂y είναι συνεχείς σε ένα ορθογώνιο το οποίο

περιέχει το σηµείο (t0,y0) τότε υπάρχει µοναδική λύση του (4) ορισµένη σε

κάποιο διάστηµα I το οποίο περιέχει το t0.

Παράδειγµα

Να λυθεί το πρόβληµα

ty
′ = 2y , y(0)= 0. (5)

Στη περίπτωση αυτή είναι f(t ,y)= 2y/t η οποία δεν είναι συνεχής στο (0,0), για

την ακρίβεια δεν ορίζεται για t = 0. ΄Οπως παρατηρούµε µία λύση του

προβλήµατος είναι η y = 0.
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Το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας

Παράδειγµα (συνέχεια)

Αναζητώντας άλλες λύσεις γράφουµε

y
′

y
= 2

t
,

για y ̸= 0 απ΄ όπου ολοκληρώνοντας παίρνουµε διαδοχικά

ln |y | = 2 ln |t|+ ln |c| ⇒ ln |y | = ln |ct
2| ⇒ y =±ct

2.

’ρα η εξίσωση ty
′ = 2y έχει µία διπαραµετρική οικογένεια λύσεων

y =
{

c1t
2, t < 0

c2t
2, t ≥ 0,

όπου c1 και c2 είναι πραγµατικές σταθερές. Η οικογένεια αυτή των λύσεων

ικανοποιεί και την αρχική συνθήκη, οπότε έχουµε άπειρες λύσεις του (5).
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Το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας

Παρατήρηση

Στο σηµείο αυτό ϑέλουµε να τονίσουµε ότι το αποτέλεσµα του Θεωρήµατος

ειδικά για τη µοναδικότητα της λύσης είναι τοπικό. Για παράδειγµα ας

ϑεωρήσουµε το πρόβληµα

ty
′ = 2y , y(1)= 1. (6)

Οι συναρτήσεις

f(t ,y)= 2y

t
και fy(t ,y)= 2

t

είναι συνεχείς σε κάθε ορθογώνιο που περιέχει το (1,1) στο εσωτερικό του και

περιέχεται στο ηµιεπίπεδο t > 0, αλλά κάθε συνάρτηση της µονοπαραµετρικής

οικογένειας

y =
{

ct
2, t < 0

t
2, t ≥ 0,

είναι λύση του (6). Σε µία περιοχή όµως του t = 1, (1−δ, 1+δ) υπάρχει

µοναδική λύση, συγκεκριµµένα η y = t
2.
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Το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας

΄Ασκηση

Να δειχθεί ότι για κάθε c ≥ 0 η συνάρτηση

y =
{

0, t < c

(t −c)2, t ≥ c,

είναι λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών

y
′ = 2

√
|y |, y(0)= 0.

΄Ερχεται το γεγονός αυτό σε αντίθεση µε το Θεώρηµα ύπαρξης και

µοναδικότητας; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.

΄Ασκηση

Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις του µη γραµµικού προβλήµατος αρχικών τιµών

y
′ = 3y

2/3, y(2)= 0.

υποδειξη: Η εξίσωση είναι αυτόνοµη.
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Το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας

Σχετικά µε την ύπαρξη και µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος αρχικών

τιµών

y
′ = f(t ,y), y(t0)= y0. (7)

περιγράφουµε ένα τρόπο απόδειξης του ϑεωρήµατος που την ίδια στιγµή µας

παρέχει και τρόπο εύρεσης µίας προσέγγισης της λύσης.

Το πρόβληµα (7) είναι ισοδύναµο µε την ολοκληρωτική εξίσωση

y(t)= y0 +
∫

t

t0

f(s,y(s))ds. (8)

Πραγµατικά εάν ολοκληρώσουµε την (7) προκύπτει η (8), ενώ αν παραγωγίσουµε

την (8) προκύπτει η (7).

΄Ενας τρόπος που χρησιµοποιείται για να δειχθεί ότι η εξίσωση (8), και άρα η (7),

έχει λύση είναι η µέθοδος των διαδοχικών προσεγγίσεων του Picard.
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Το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας

Η µέθοδος αυτή συνίσταται στη κατασκευή µίας αναδροµικής ακολουθίας συ-

ναρτήσεων όπως παρακάτω

y1(t)= y0 +
∫

t

t0

f(s,y0(s))ds,

y2(t)= y0 +
∫

t

t0

f(s,y1(s))ds,

y3(t)= y0 +
∫

t

t0

f(s,y2(s))ds,

...

yn(t)= y0 +
∫

t

t0

f(s,yn−1(s))ds,

...

όπου y0(s) είναι η αρχική συνθήκη, δηλαδή y0(s)= y0 και παρατηρούµε ότι κάθε

µέλος της ακολουθίας y1,y2,y3, . . . ικανοποιεί την αρχική συνθήκη. Αποδεικνύεται

ότι εάν οι υποθέσεις του ϑεωρήµατος ισχύουν τότε η αναδροµική αυτή ακολουθία

των συναρτήσεων συγκλίνει στη µοναδική λύση του (7).
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Το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας

Παράδειγµα

Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών: y
′ = y , y(0)= 1.

Ακολουθώντας τη µέθοδο των διαδοχικών προσεγγίσεων έχουµε

y0(t)= 1

y1(t)= 1+
∫

t

0

1ds = 1+ t

y2(t)= 1+
∫

t

0

(1+ s)ds = 1+ t + t
2

2

y3(t)= 1+
∫

t

0

(
1+ s+ s

2

2

)
ds = 1+ t + t

2

2
+ t

3

2 ·3
...

yn(t)= 1+ t + t
2

2
+ t

3

2 ·3 +·· ·+ t
n

2 ·3 ·4 · · ·n = 1+ t + t
2

2!
+ t

3

3!
+·· ·+ t

n

n!
...
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Το ϑεώρηµα ύπαρξης και µοναδικότητας

Παράδειγµα (συνέχεια)

Παρατηρούµε ότι καθώς n→∞, τότε

yn(t)→ 1+
∞∑

k=1

t
k

k!
= e

t ,

όπως περιµένουµε.

΄Ασκηση

Το µη γραµµικό πρόβληµα αρχικών τιµών

y
′ = 3y

2/3, y(2)= 0,

δεν έχει µοναδική λύση. Να δειχθεί ότι η µέθοδος του Picard µε y0(t)= 0

οδηγεί στη λύση y = 0, ενώ η ίδια µέθοδος αρχίζοντας µε y0(t)= t −2 οδηγεί

στη λύση y = (t −2)3.

υποδειξη: Για τη περίπτωση y0(t)= t −2 δείξτε ότι yn(t)= an(t −2)bn και καθώς

n→∞, an → 1 και bn → 3.
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