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Εισαγωγή

Γνωρίζουµε ότι η εκθετική συνάρτηση y = ex έχει την χαρακτηριστική ιδιότητα να

είναι ίση µε την παράγωγό της, ικανοποιεί δηλαδή τη σχέση y ′ = y , ισοδύναµα

y
′−y = 0. (1)

Αναρωτιόµαστε εάν υπάρχουν άλλες συναρτήσεις που να ικανοποιούν τη παρα-

πάνω σχέση. ΄Εστω λοιπόν y να είναι µία τέτοια συνάρτηση, τότε πολλαπλασιάζο-

ντας µε e−x και παραγωγίζοντας ϑα έχουµε

(ye
−x)′ = y

′
e
−x −ye

−x = (y ′−y)e−x = 0,

από την υπόθεσή µας. Εποµένως, ολοκληρώνοντας, για κάποια πραγµατική

σταθερά c ϑα είναι

ye
−x = c ⇒ y = ce

x .

Κατά συνέπεια κάθε συνάρτηση που ικανοποιεί την (1) είναι της µορφής y = cex ,

όπου c είναι µία αυθαίρετη πραγµατική σταθερά. ΄Ετσι η σχέση (1) είναι στην

πραγµατικότητα µία εξίσωση η οποία περιέχει µία άγνωστη συνάρτηση καθώς και

την παράγωγό της. Μία τέτοια εξίσωση ϑα λέγεται διαφορική εξίσωση, και οι

συναρτήσεις οι οποίες την ικανοποιούν, ϑα λέγονται λύσεις της εξίσωσης.
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Εισαγωγή

Παρόµοια οι συναρτήσεις cosx και sinx είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης

y
′′+y = 0, (2)

µιας και (cosx)′′ =−cosx και (sinx)′′ =−sinx . Θα αποδείξουµε, αργότερα, ότι

κάθε λύση της εξίσωσης (2) είναι της µορφής

y = acosx +bsinx, (3)

όπου a και b είναι πραγµατικές σταθερές. Σηµειώνουµε ότι η λύση y = cosx

προκύπτει από την (3) για a = 1 και b = 0, ενώ η y = sinx προκύπτει από την ίδια

σχέση για a = 0 και b = 1.

Σχόλιο. Ξεκινώντας από το γεγονός ότι η παράγωγος µιας συνάρτησης που

περιγράφει µία ποσότητα είναι ο ϱυθµός µεταβολής της ποσότητας αυτής δεν ϑα

πρέπει να µας ξαφνιάζει το ότι η µελέτη διάφορων προβληµάτων που αφορούν

µεταβολές και ενδιαφέρουν τις ϕυσικές, κοινωνικές, οικονοµικές αλλά και άλλες

επιστήµες, καταλήγει συνήθως στη δηµιουργία µοντέλων διαφορικών εξισώσεων

οι οποίες περιλαµβάνουν άγνωστες συναρτήσεις καθώς και παραγώγους αυτών.
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Εισαγωγή

• ΄Ενα τυπικό παράδειγµα είναι η απλούστερη δυνατή εξίσωση,

y
′ = 0 (4)

ίσως η πρώτη διαφορική εξίσωση που γράφτηκε ποτέ. Εάν η y = y(t) είναι η

ταχύτητα ενός σώµατος το οποίο κινείται κατά µήκος µιας ευθείας, η y ′ εκφράζει

το ϱυθµό µεταβολής της ταχύτητας του σώµατος, δηλαδή την επιτάχυνση. Οι

λύσεις της εξίσωσης προκύπτουν µε απλή ολοκλήρωση και είναι οι y = σταθερά.

Η εξίσωση εκφράζει τον πρώτο νόµο του Newton σύµφωνα µε τον οποίο ένα

σώµα ηρεµεί, ή κινείται µε σταθερή ταχύτητα εφόσον δεν δρα επ΄ αυτού κάποια

δύναµη.

• Σαν δεύτερο παράδειγµα ας σκεφτούµε ότι µελετάµε µία ποσότητα ο ϱυθµός

µεταβολής της οποίας είναι ανάλογος της υπάρχουσας ποσότητας τη χρονική

στιγµή t . ΄Ετσι αν y = y(t) είναι η υπάρχουσα ποσότητα τη στιγµή t , τότε ο νόµος

που διέπει την εξέλιξη του ϕαινοµένου είναι y ′ = ky , ισοδύναµα

y
′− ky = 0, (5)

όπου k είναι η σταθερά αναλογίας και η οποία υπολογίζεται από τα πειραµατικά

δεδοµένα.
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Εισαγωγή

Το απλό αυτό µοντέλο είναι ϑεµελιώδες µιας και διέπει την εξέλιξη συγκε-

κριµένων πληθυσµών για σχετικά σύντοµους χρόνους, ή την ϕθορά (απώλεια

µάζας) ϱαδιενεργών υλικών. Στην τελευταία αυτή περίπτωση είναι k < 0. Εδώ

παρατηρούµε ότι η διαφορική εξίσωση (1) είναι ειδική περίπτωση της (5). Κατ΄

αναλογία µπορεί να δειχθεί ότι όλες οι λύσεις της (5) είναι οι y = cekt , όπου το

c είναι πραγµατική σταθερά.

• ΄Ενα άλλο παράδειγµα, ίσως το πιο γνωστό, είναι αυτό που περιγράφει την

ελεύθερη πτώση ενός σώµατος από κάποιο συγκεκριµµένο ύψος. Σύµφωνα µε

τον δεύτερο νόµο του Newton η δύναµη που δρα σε ένα σώµα είναι ίση µε

την επιτάχυνση που του προσδίδει επί τη µάζα του σώµατος. ΄Ετσι η εξίσωση που

περιγράφει τη κίνηση του σώµατος είναι

m
d2h

dt2
=−mg. (6)

Εδώ m είναι η µάζα του σώµατος, g είναι το µέτρο της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας

και h(t) είναι η ϑέση του σώµατος τη χρονική στιγµή t , έτσι ώστε h′′(t) να είναι

η επιτάχυνση του σώµατος τη στιγµή t . Ακόµη −mg είναι το µέτρο της δύναµης

λόγω ϐαρύτητας που δρα στο σώµα.
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Χαρακτηριστικά ∆ιαφορικών Εξισώσεων

• Τάξη µιας ∆ιαφορικής Εξίσωσης ορίζεται να είναι η τάξη της µεγαλύτερης

παραγώγου που εµφανίζεται στην εξίσωση. Η τάξη των εξισώσεων (1), (5) είναι

ένα, ενώ των (2), (6) είναι δύο. ΄Ενα άλλο παράδειγµα ∆ιαφορικής Εξίσωσης

πρώτης τάξης είναι

y
dy

dx
− x = 0. (7)

Από την µορφή της (7) καταλαβαίνουµε ότι η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι η x και

η εξαρτηµένη µεταβλητή είναι η y , ϑα είναι δηλαδή y = y(x). Την ανεξάρτητη

µεταβλητή συµβολίζουµε συνήθως µε t ή x . ΄Ετσι µία ∆ιαφορική Εξίσωση τάξης n

µπορεί να παρασταθεί ως

F(t ,y ,y ′, . . . ,y(n))= 0, (8)

όπου F είναι µία πραγµατική συνάρτηση n+2 µεταβλητών, ή σε περίπτωση που η

εξίσωση (8) µπορεί να λυθεί ως προς την µεγαλύτερης τάξης παράγωγο ως

y
(n) = f(t ,y ,y ′, . . . ,y(n−1)), (9)

όπου η f τώρα είναι µία πραγµατική συνάρτηση n+1 µεταβλητών.
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Χαρακτηριστικά ∆ιαφορικών Εξισώσεων

• Λύση µίας ∆ιαφορικής Εξίσωσης σε κάποιο ανοικτό διάστηµα I είναι µία συνάρ-

τηση, παραγωγίσιµη στο διάστηµα τόσες ϕορές όσες και η τάξη της εξίσωσης,

µε συνεχείς παραγώγους, και η οποία ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση στο I,

µε την έννοια ότι αν αντικατασταθεί στη διαφορική εξίσωση την επαληθεύει. Για

παράδειγµα λύσεις της (6) µπορούν να ϐρεθούν µε απλή ολοκλήρωση. ΄Ετσι

διαιρώντας αρχικά µε m ̸= 0 προκύπτει η

d2h

dt2
=−g,

απ΄ όπου ολοκληρώνοντας ϑα έχουµε

dh

dt
=−gt +a, (10)

όπου a είναι µία σταθερά. Ολοκληρώνοντας ακόµη µία ϕορά παίρνουµε

h(t)=−1

2
gt

2 +at +b, (11)

όπου b είναι µία άλλη σταθερά. Μπορεί εύκολα να διαπιστωθεί ότι η συνάρτηση

που δίνεται στην (11) είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης (6). Στη πραγµατικότητα

η (11) είναι µία οικογένεια λύσεων, τόσων όσα και τα Ϲεύγη (a,b).
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Χαρακτηριστικά ∆ιαφορικών Εξισώσεων

Ας δούµε προσεκτικά τη σηµασία αυτών των σταθερών. Θέτοντας t = 0 στην (10)

έχουµε h′(0)= a, είναι δηλαδή το a η αρχική ταχύτητα του σώµατος. Θέτοντας

στη συνέχεια t = 0 στην (11) έχουµε h(0)= b, το b δηλαδή είναι η αρχική ϑέση

του σώµατος. Αν λοιπόν ένα σώµα πέφτει από ύψος h0 µε αρχική ταχύτητα v0

τότε η ϑέση του σε κάθε χρονική στιγµή t δίνεται µοναδικά από τη σχέση

h(t)=−1

2
gt

2 +v0t +h0. (12)

Ορισµός

΄Ενα πρόβληµα αρχικών τιµών αποτελείται από µία διαφορική εξίσωση

y
(n) = f(t ,y ,y ′, . . . ,y(n−1)), t ∈ I (13)

µαζί µε τις αρχικές συνθήκες

y(t0)= y0, y
′(t0)= y01, . . . , y

(n−1)(t0)= y0(n−1), (14)

όπου t0 ∈ I.
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Χαρακτηριστικά ∆ιαφορικών Εξισώσεων

Εάν η f ικανοποιεί ορισµένες προϋποθέσεις τότε το πρόβληµα αρχικών τιµών

έχει µοναδική λύση, όπως για παράδειγµα είδαµε στη λύση (12) της (6), που

ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες h(0)= h0, και h′(0)= v0.

Σε αρκετές περιπτώσεις η διαδικασία επίλυσης µίας διαφορικής εξίσωσης κατα-

λήγει στην εύρεση µίας σχέσης που περιέχει τη λύση. Για παράδειγµα ολοκλη-

ϱώνοντας την (7) ϐρίσκουµε

yy
′− x = 0⇒

(
1

2
y

2
)′
= x ⇒ 1

2
y

2 = 1

2
x

2 +c ⇒ y
2 = x

2 +C

όπου C = 2c είναι µία σταθερά, είναι λύση της (7). Στη περίπτωση αυτή λέµε ότι

η y2 − x2 = C είναι µία πεπλεγµένη λύση για την εξίσωση (7). Αντίθετα ϑα λέµε

ότι η (11) είναι αναλυτική λύση της (6). Γενικότερα έχουµε

Ορισµός

Η συνάρτηση φ(t) ϑα λέγεται αναλυτική λύση της (8) ή (9) σε κάποιο διάστηµα I

του t , εάν αντικαθιστούµενη στην (8) ή (9) ικανοποιεί την αντίστοιχη εξίσωση για

όλα τα σηµεία t του I. Η σχέση G(x,y)= 0 ϑα λέγεται πεπλεγµένη λύση για την

(8) ή (9) σε κάποιο διάστηµα I του t , εάν ορίζει κάποια αναλυτική λύση της (8) ή

(9) στο I.
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Γραµµικές Εξισώσεις

Ξεχωριστό ϱόλο στις ∆ιαφορικές Εξισώσεις κατέχουν οι γραµµικές εξισώσεις.

Ορισµός

Θα λέµε ότι µια εξίσωση τάξης n είναι γραµµική εάν µπορεί να γραφεί ως

an(t)y
(n)+an−1(t)y

(n−1)+·· ·+a0(t)y = g(t). (15)

Οι συντελεστές των y ,y ′, . . . ,y(n) είναι συναρτήσεις της ανεξάρτητης

µεταβλητής. Μια εξίσωση που δεν είναι γραµµική λέγεται µη γραµµική.

΄Ετσι οι εξισώσεις

y
′− ky = 0, y

′′+ay = 0, x
dy

dx
+e

x
y = sinx

είναι γραµµικές, ενώ η

y
dy

dx
− x = 0

είναι µη γραµµική.
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Γραµµικές Εξισώσεις

Παράδειγµα

Η διαφορική εξίσωση

d2θ

dt2
+ g

L
sinθ = 0, (16)

περιγράφει την ταλάντωση ενός εκκρεµούς. Εδώ θ = θ(t) είναι η γωνία που

µετρά την αποµάκρυνση από τη ϑέση ισορροπίας, g είναι το µέτρο της

επιτάχυνσης της ϐαρύτητας, και L είναι το µήκος του νήµατος. Η εξίσωση είναι

µη γραµµική. Ωστόσο για µικρές ταλαντώσεις είναι sinθ ≈ θ, έτσι οι λύσεις της

γραµµικής εξίσωσης

d2θ

dt2
+ g

L
θ = 0, (17)

λέµε ότι προσεγγίζουν αυτές της (16) για µικρά θ. Η (17) λέγεται

γραµµικοποίηση της (16).
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Η γεωµετρική µατιά

Μια διαφορική εξίσωση περιέχει πληροφορία για τις λύσεις της την οποία για

να ανακτήσουµε δεν είναι απαραίτητο να γνωρίζουµε τον τύπο των λύσεων. Ας

ϑεωρήσουµε τη γενική διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης

y
′ = f(x,y).

Σε κάθε σηµείο του xy-επιπέδου στο οποίο ορίζεται η f(x,y) η εξίσωση δίνει την

κλίση της λύσης y(x) της εξίσωσης, εφόσον αυτή υπάρχει. ΄Ετσι µε αρχή κάθε

τέτοιο σηµείο µπορούµε να Ϲωγραφίσουµε ένα διάνυσµα µοναδιαίου µήκους µε

κλίση ίση µε f(x,y) και κατεύθυνση ανάλογη του προσήµου της f(x,y), παράλλη-

λου δηλαδή στο (1, f(x,y)). Το σύνολο όλων αυτών των διανυσµάτων αποτελούν

το πεδίο κατευθύνσεων της εξίσωσης. Η επίλυση ή ολοκλήρωση της εξίσωσης,

δηλαδή η εύρεση όλων των λύσεων ισοδυναµεί µε την κατασκευή όλων των κα-

µπυλών (x,y(x)) µε εφαπτόµενα διανύσµατα-ταχύτητες τα (1,y ′) = (1, f(x,y)).
Τις καµπύλες αυτές τις λέµε ολοκληρωτικές καµπύλες της εξίσωσης. Για πα-

ϱάδειγµα το πεδίο κατευθύνσεων για την εξίσωση y ′ = ky µε λύσεις, όπως

είδαµε, τις y = kex , όπου k είναι µια αυθαίρετη σταθερά, δείχνεται στο Σχήµα 1

στο οποίο έχουν σχεδιαστεί κάποιες ολοκληρωτικές καµπύλες-λύσεις για διάφο-

ϱες τιµές του k .
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Η γεωµετρική µατιά

x

y

Σχήµα: Το πεδίο κατευθύνσεων για την εξίσωση y ′ = ky .
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Η γεωµετρική µατιά

Παράδειγµα

Στο Σχήµα 2 που ακολουθεί αποδίδεται το πεδίο κατευθύνσεων της εξίσωσης

y
′ = x +y

καθώς και οι γραφικές παραστάσεις κάποιων λύσεων της εξίσωσης

(ολοκληρωτικές καµπύλες).

Παρατηρήστε ότι η κάθε µια από τις καµπύλες που έχουν σχεδιαστεί τέµνει τον

y-άξονα στο σηµείο (0,y(0)), ισοδύναµα η κάθε καµπύλη αντιστοιχεί στη λύση

του προβλήµατος αρχικών τιµών

y
′ = x +y , y(0)= y0.

Παρατηρήστε επίσης ότι οι ολοκληρωτικές καµπύλες, τουλάχιστον αυτές που

έχουν σχεδιαστεί, δεν τέµνονται µεταξύ τους, ισοδύναµα λύσεις µε

διαφορετικές αρχικές συνθήκες δεν παίρνουν ποτέ την ίδια τιµή σε κάποιο

σηµείο γεγονός που αντιστοιχεί σε µοναδικότητα της λύσης του προβλήµατος

αρχικών τιµών.
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Η γεωµετρική µατιά

x

y

Σχήµα: Το πεδίο κατευθύνσεων για την εξίσωση y ′ = x +y .
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Η γεωµετρική µατιά

Παράδειγµα

Θεωρούµε την λογιστική εξίσωση

y
′ = y(1−y) (18)

η οποία είναι ένα µοντέλο που περιγράφει την εξέλιξη πληθυσµών. Από τη

µορφή της f(x,y) στο δεξί µέλος εξάγονται τα συµπεράσµατα:

1 Οι σταθερές y = 0 και y = 1 είναι λύσεις της εξίσωσης καθώς µηδενίζουν

και τα δύο µέλη της (18).

2 Αν σε κάποιο διάστηµα I η λύση y είναι τέτοια ώστε y(1−y)> 0, τότε η y

είναι γνησίως αύξουσα αφού y ′ > 0, ενώ αν σε κάποιο διάστηµα I η λύση y

είναι τέτοια ώστε y(1−y)< 0, τότε η y είναι γνησίως ϕθίνουσα αφού

y ′ < 0. Ειδικά αν y0 < 0, ή y0 > 1, τότε η λύση της εξίσωσης µε y(0)= y0

είναι γνησίως ϕθίνουσα στο διάστηµα x > 0, ενώ αν 0< y0 < 1 η αντίστοιχη

λύση µε y(0)= y0 είναι γνησίως αύξουσα.

Οι πληροφορίες αυτές αποτυπώνονται και στο Σχήµα 3 στο πεδίο κατευθύνσεων

της εξίσωσης στο οποίο έχουν σχεδιαστεί κάποιες ολοκληρωτικές καµπύλες.
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Η γεωµετρική µατιά

x

y

Σχήµα: Το πεδίο κατευθύνσεων για την εξίσωση y ′ = y(1−y).
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Η γεωµετρική µατιά

΄Ασκηση

∆είξτε ότι η

y(x)= y0

y0 + (1−y0)e−x
(19)

είναι λύση της (18) η οποία επί πλέον ικανοποιεί την αρχική συνθήκη y(0)= y0.

Για y0 > 0 να µελετηθεί επίσης η συµπεριφορά της λύσης καθώς t →∞.

Αν y0 < 0, τότε ο παρονοµαστής στη λύση (19) µηδενίζεται, κατά συνέπεια η

λύση (19) απειρίζεται, ή εκρήγνυται όπως συνηθίζεται να λέγεται στις διαφορικές

εξισώσεις, καθώς

x → ln(1−1/y0)> 0

γεγονός που απεικονίζεται στο Σχήµα 3. Αν τώρα είναι y0 > 0, τότε η λύση

συγκλίνει, καθώς x →∞, στην τιµή ένα. Αυτό δείχνει το πεδίο κατευθύνσεων

αλλά το αποτέλεσµα επιβεβαιώνεται παίρνοντας το αντίστοιχο όριο στην λύση

(19). Κάτι άλλο που παρατηρούµε είναι ότι οι ολοκληρωτικές καµπύλες δεν

τέµνονται µεταξύ τους. Αυτό είναι αποτέλεσµα του ϑεωρήµατος µοναδικότητας

καθόσον η συνάρτηση f(x,y)= y(1−y) ικανοποιεί τις σχετικές προϋποθέσεις.
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