YHPIAKH EINEEEPI'AXIA YHMATQN
YratweTikn Ereepyoocio Xnuatoyv

Eppoavouoni Z. Yopaxng
IHoAvTeyvikn Xyoin
Tqpo Mnyovikov H'Y & ITanpo@opikng



Yook EneCepyacio Znuatmy

Baowo Movtéro
“2nua IAnpopopiog” “Ilapatnpovpevo Xnua’”

u[n] — x[n]=u[n]+w[n]

“@o6pvfoc”

2xonoc g Eneéepyaciac: H AIIOMAKPYNZH TOY “OOPYBOY”



Yook EneCepyacio Znuatmy

KAacow Enelepyacio Znudtov:

X(Q)

(> -Qi Qi Q Q

Boowm Ynobeon: To Xnua //Anpogopioc xor 0 Gopvfoc 0V TEPLEYOVV
KO1VES GLYVOTNTEC.

Me dAdla Aoylo TAnpoopia kol BOpvPog eivor oraywpioiua 6To TEdIO
NG GLYVOTNTOG



Yook EneCepyacio Znuatmy

KAaocikn Eneéepyacio Znudtov:
[Ieprypaon) oto I1eoio g Xvyvotnrog

* Avarvon Aweféoipuov Xnuatoc o€ Mn Erikaivntopeveg XoyvoTikec ZmVeg

X(2)




Ynoewkn ErneCepyocio Znudtmy
KAaocikn Eneéepyacio Znudtov:

*H Baowm YndOeon emtpénel tnv Amoudkpovven tov «@opvouy pe
YPNOT COTADV» GUGTNUATOV.

X(2)




Yook EneCepyacio Znuatmy

KAaocikn Eneéepyacio Znudtov: Ditpa
H(jQ)

>
-£2: € £ 0 0 Qi 2> Q

I'poppikd @idtpa: Epomuota mov o tpémel va £yovv amavin0et:
*T1 @idtpo Ba mpéner va ypnowonomcovue IIR N FIR;

*Mmopovpue va Bpodue Eva YpouuKko GOGTNILO VAOTOIN GO TOV OTTOI0V 1
amoOKpIon cLYvoTNTaS B £xEl TNV EMOLUNTY] LOAVIKT] LOPPN;

* AV OY1, Tl UTOPOVUE VU, KAVOL ULE;



Yook EneCepyacio Znuatmy

Ti ocvpPaiver av n Baowkn Yrnobeon e Khaowkng Eneéepyaciog Znuatwv oev 1oy VEL;

XG2)

O O 0 Q Q;

Av onAaon, to XNua //Anpopopioc Kow 0 Gopvfoc TEPIEYOVV KOIVES GLYVOTNTES KOl
EMOUEVMC OV EIVOL O10)Y POl GTO TEOLO TNGC GLYVOTNTAC, Tl LTOPOVUE VO KAVOLLLE;

2 oVTN TNV TEPIMTOON 1 TEPLYPAPT TOV OtbEGIov onuatoc e tnv Pondeta twv
GLYVOTIKOV (OVOV Elval aVETOPKTC.

XPECONAOTE UL OLOUPOPETIKT) TEPLYPOPT) TOV GTUATOV KL Lo, OLOLPOPETIKOV E100VC

eneCepyooia..... 7



YratioTikn Enelepyoaocio Znuatov

Thomas Bayes Carl Friedrich Gauss Robert Wiener Rudolf E. Kalman
1701-1761 1777 -1855 1894-1964 1930-2016




Yook EneCepyacio Znuatmy
2taTioTikn Eneepyosio 2ToyaoTik®V XNUATOV:

*Xwpog [TiBavotntag

*Tuyaiec MetaPAnTéc

[Icipapa

2 tatiotikeg IIpaog ko Agvtepng TaENc

> 10yactiKd N Tuyaia Xnuato

2 taciudtnta kot Epyoowotnta

] 'eVIKELGT TOV GLYVOTIKOV TEPLEYOUEVOV EVOG CUOTOC KO OPIGUOG TNE
TLUKVOTNTOG PAGLLOTOC.

*Entiopacn I'poappikod 2o tiuotog 6€ ZTOTIGTIKEC XTOYOCTIKOU XMUATOC
BéAltioto I'pappkd Oitpdapicua.

9



Yook EneCepyacio Znuatmy

OAloxAnpoon kotd Riemann




Yook EneCepyacio Znuatmy

OAloxAnpoon kotd Riemann

1, avxpntog
0, avxappntog

o]




Ynoewkn ErneCepyocio Znudtmy
OAloxAnpwon kata Lebesgue 1904

AxX)

f(xo)




Ynoewkn ErneCepyocio Znudtmy
OloxAnpwon katd Lebesgue 1904

[f(xo) + %}] X Mikog {A; U A, U A3}
f(xo)




fX)

Ynoewkn ErneCepyocio Znudtmy
OloxAnpwon katd Lebesgue 1904




Yook EneCepyacio Znuatmy
2taTioTikn Eneepyosio 2ToyaoTik®V XNUATOV:

*Xwpog [TiBavotntag

*Tuyaiec MetaPAnTéc

[Icipapa

2 tatiotikeg IIpaog ko Agvtepng TaENc

> 10yactiKd N Tuyaia Xnuato

2 taciudtnta kot Epyoowotnta

] 'eVIKELGT TOV GLYVOTIKOV TEPLEYOUEVOV EVOG CUOTOC KO OPIGUOG TNE
TLUKVOTNTOG PAGLLOTOC.

*Entiopacn I'poappikod 2o tiuotog 6€ ZTOTIGTIKEC XTOYOCTIKOU XMUATOC
BéAltioto I'pappkd Oitpdapicua.

15



Yook EneCepyacio Znuatmy

2tatioTikn EneCepyocio ZToyaoTik®V ZNUaTov:

y(0) =ax(@)+p,a>0
y(0) =ax*@)+p,a>0
y(0) =ax*(6) +f,a>0

H f,(x) elvat yvwot) nwe umopovue va ™mvf,(y);

['evikevon;



Yook EneCepyacio Znuatmy

2tatiotikn EneCepyocio ZToyooTik®@v Znuitomv:

+ oo

21000 TIKOC Mécog Opog: Uy = [EfX[X (0)] = f fo(x)dx

— OO

AlocTopaL: oy = Ef |[(X(8) — 11,)?] = f (x — ) fo (x)dx



Yook EneCepyacio Znuatmy

> TATIOTIKY EneCepyacio ZToyaoTikKOV XNUATOV:

Av x(0) pla t. p. peo. . £, (x) TLelvac:

X

dm IEfX[ eJ'QX(G)Q] |




Ynoewkn ErneCepyocio Znudtmy
2totiotikn EneCepyacio Ztoyaotikov Xnuatov: Ieipapa \ YAomromoelg

[Ieipopa: H oaoikocio onuiovpyioac YAomomcemy. ..

+ oo

21000 TIKOC Mécog Opog: Uy = [Efx[)( (0)] = f fo(x)dx

— OO

AlocTopaL: oy = Ef |[(X(8) — 11,)?] = f (x — ) fo (x)dx



Ynoewkn ErneCepyocio Znudtmy
2tatioTikn EneCepyocio Ztoyactikmv Znuatov: NMA

AcvroBécovue N iid .. ¥ (0), k=1,2,....N

N
1
Ap1Ounticoc Mésoc Opoc Niid. t.u. yxp(0): M (N) = N Z X1 (60)
k=1

lim Ef [, —m(N) |=0

N—>00

. N2
lim Ef [(4y —m(N))?|= lim -£=0

N—>00 N—o00



Yook EneCepyacio Znuatmy

2tatioTikn EmeCepyocio ZToyaoTik®@V ZNUOTOV:
Av x,(0),k=1.2,..Niidtu peo.mf,(x)
* L€ OTOXOOTLKY] LEOT) TLUN [, KOLL

*  TUTIKI] ATTOKALOT) 0,

m(N) — Uy

Anpovpyovpe v T. . : Z(N) =
o
X
VN

N
1
ue m(N) = Nz X (6)
k=1



Yook EneCepyacio Znuatmy

2totiotikn EneCepyocio Zroyaotikwv Xnuatov: Ieipapo\YAoromaoeic

[Ieipopa: H owaotkacio onuiovpyioc YAomomcemy

I 41

x(61)
x(62)
x(053)
X(04)

X(éN)

Mw¢ MITopoupE va
XPNOLLOTIOLNCOULE

TLC UAOTIOLNOELC MiaC
Tuyaiog petaBANTNG;



Ynoewkn ErneCepyocio Znudtmy
2tatioTikn EneCepyacia Ztoyaoctikov Znuatwv: Heipoauo \ YAomomoelc

[Ieipopa: H oaoikocio onuiovpyioac YAomomcemy. ..

+00

2ToYaoTIKOC Mécoc Opoc: Uy = IEfX [x(0)] = j xf. X(x)dx

N
1
ApiOunticoc Méoog Opoc: m, (N) = i, = Nz x(6,)
n=1



Ynoewkn ErneCepyocio Znudtmy
2totiotikn EneCepyacio Ztoyaotikov Xnuatov: Ieipapa \ YAomromoelg

[Teipaua: H olaokacio onuiovpytac YAomomocewv: NMA

1
ApOunticoc Méoog Opoc: m, (N) = I, = Nz x(0;)

lim Ef [1, —m,(N) |=0

N—>00

O'X_O

lim Ef [(4y —my(N))?|= lim

N—>00 N—o00




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2TaTIoTIKN EneCepyacio XToyaoTik@v XnUATOV

/Ztoxacsrucc’)g Méooc Opoc
+ 00
Mo = Lfyn, X, (6) | = f X fyn (X)dX
\ — 00 -

/Aplﬁ untikoc Méoog Opoc
K

1
Mgy () = Ry = ) g (B0
k=1

U

" Xpovikdc Méooc Opoc =

N
1
My (N) =2 > xn(60)
N n=1



Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatloTikn EneCepyocio XToyaoTik®@v Znudtomy

[ Eotw fy, (x) n onn mg otoyacTikig Swduaciog X (1, 0)=xn(0) ™ ypovicn oTrypn ng }

Avn anO (x) 1tnc otoyooTikng dradikaciog dev eEaptdTon amd Tov ¥pdvo, ONAcdN:

ano (x) = f)((x)

1 OOLKAGIO Elval IGYVPMOS GTAGIUN TPAOTNS TAENS




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatloTikn EneCepyocio XToyaoTik®@v Znudtomy

4 210Y00TIKOG Mécoc Opog otaotkaciog Tnv YpOoVIKTY GTIYUN N A
+ 00
oty IEfXTlo [Xno (6) ] — j xf)(no (x)dx
& —co %

Av 0 Ztoyaotikdg Mécog Opog, [y, G oToYaoTIknG Stadikaciog X (m,0)=xn(0) dev
eCoPTATAL OTTO TOV ¥POVO, ONAOON:
Hxn, — Hx

N owolkacia eivor acOevog otaoiun TpOTNS TACNS




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatloTikn EneCepyocio XToyaoTik®@v Znudtomy

Eot0 fy, xn, (x4, Xp; Mg, My) 1 01O KOWOD 67T TG oToYaoTIkNG Stadkacioc X (1, 0)=xn (6)

TIC YPOVIKEC GTIYUEG Mg, N .

Avn anO Xn (x4, %5; ng, nq) dev e€aptdtarl amd TIC ATOMTEC YPOVIKEC OTLYUEC OALG

LOVO OTTo TNV O10POPd TOVC, ONACON:

fXTloXTll (xl’ xz; nO’ nl) — leXZ (Xl, xz; nl - nO)

M oldlKaGia EIvol IGYVPAOS 6TAGIUT OEVTEPNS TASNS




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatloTikn EneCepyocio XToyaoTik®@v Znudtomy

Eoto 7y, y,, (Mo, 1) M axolovdio etepocvoyétiong TV T.1. Xn, (0), Xn,(0) ¢ otoyuoTt

KNG dwdwkaciog x (M, 8)=x,(8) tic ypovikéc oTiyuéc ny, n;.

Avn M ng X (ngy,ny) dev €aptdTon amd T ATOAVTES YPOVIKES OTIYUES OAAA LOVO

oo TNV OL0LPOPA TOLC, ONAOON:

TXTL()XTLJ_ (nO' nl) = rXTLoXTll (nl - no)

N owolkacia eivorl acOevdg otaoiun 0e0TEPNS TAENC.




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatioTikn EneCepyocio XToyaoTik®@v Znudtomy

6(p0vu<(’)g Mécog Opog Ztoyaotikng otaokaotioc Pacilopevog oe N ogtypata tng vAomoinong 6,

1 N
My (N) == > n(60)
n=1

Av 0 Xpovikog Méosog Opog 771, (N) g 6TOYACTIKNAG O101KOGTNG X (m,0)=xn(6)
amoTEAEL EKTiUN oM TOL ZTOYUGTIKOV MEGov Opov, oniaon:

s (N) = .a)(no

M ololkacio Elvar EPYooKN TPpOTNS TAENS.




Yook Enelepyacio Znuatmy

KAacown EneEepyacio Znudtov

>Nua Etc6o0v >Nua EE600v

Xn Yn
—n

X(ej“’) H(el®) = Y(ej“’)




‘Pn(pmu(n ns&spvacw 2NUOATOV

Zwt | Ensésmacswc Z'n uat(ov




Yook Enelepyacio Znuatmy

/ >Nuo Eteooov 2nuo E€ooov \
Xn Yn
—
\ X(e/®) H(e/®) =V (e/®) /
/ [Hopatnpnoels 210Y0oTIKT Alootkacio EE6dov \
Xn(0) Yn(6)
—_—
U ®,,(e/*) |HE)|? =D, (/°) -




Yook Enelepyacio Znuatmy

Ta I'XA Xvomuata cov Moviéha ['éveonc AX 2-n¢ TAENG ZTOYAGTIKOV A0OTKAGLOV

p

(.

[Hapatnpnoelc 210Y00TIKN Ataokacio EE600v

Xn(0) { Yn(6)

—_—
q)xx(ejw) |H(e!®)|? = Dy (ejw)

~

/

-

Agvkog ®opuvPoc 210Y0oTIKT Alootkacio EE6dov

wn (6) - Yn(0)
—_— h,

—_—
o2 |HE®)|> =D, (e/)

N




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2toatiotikn EneCepyacio Znuatwv: Whitening

wn(0)




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatiotikn EneCepyocio Znudtmwv: Bértioto Diktpo

[Tapatnpnoelg 2T0Y0oTIKT) Alootkacio AvoQopac
n(0)

\\Xn(g) én(e)l £n(0) = ¢, (6) _%D
4 : : 2 A
Suvaptnon kootovg: Efe, (6)4]

IE[en(H)Z] — E[(gn(g) o én(e))z] — E[(Cn(e) o f()(n(g)))z]/

\l




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatiotikn EneCepyocio Znudtmwv: Bértioto Diktpo
¢n(0)

Xn(0) ¢n(6) gn(H) = ¢n(0) — ¢n(6)

ﬁ

/

2yvaptnon kootovs: [Ele, (9)2] KOl EAAYLGTOTTOINGT TNG:

(&

min E[(5,.(0) = f(xn(6)))?]

\




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatiotikn EneCepyocio Znudtov: Oidtpo Wiener

ﬁapam PNGCELS
Xn(6)

2T0YaoTIKT Alootkacio Ava

Cn(H)I

¢n(0)

£n(6) = ¢,(0) — ¢n(6)

ﬁ

m

v

e
Yvvaptnon kootovg: [E[g, (0) 2]

\l

IE[en(H)Z] — E[(gn(g) o én(e))z] — E[(Cn(g) o hn * Xn(e))zl




Xn(0)

Ynoewokn EneCepyocio Znudtmy
2tatiotikn EneCepyaocio Znudtov: ®iktpo Wiener-WH

¢n(0)

¢n(6) gn(H) = ¢n(0) — ¢n(6)

ﬁ

/

2yvaptnon kootovs: [Ele, (9)2] KOl EAAYLGTOTTOINGT TNG:

(&

min E[(¢, (6) = hy * Xn(0))?]

\




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatioTiKn EneCepyacia Znudtov: ®idtpo Wiener

w(8) [ wnw\ 8, (0) = ¢n(0) — W (6)

an(0)




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatioTiKn Enelepyacio Znudtmv: Demo

2T0Y00TIKN Aldtkacio Avapopdc

wn(0) N

Extiunon Xtoyootikng
Arookaciog Avapopds

2, (6) ¢n(6)

—

BopvPoc Y (9)

AU /

[Tapatnpnoelg




Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatiotikn EneCepyacio Znudtov: AR-YW
wn (6)
Vn(6) cn(0)  Cn(6) =
a
( ner® :
a

Yn-20) | =y, (0), h =

Vn-n (6) )/
eq(0) = ¢, (0) — ¢, ()

min E[(5,,(0) — xn(6)"h)?]




Xn(0)

Ynowokn Enelepyacio Znuatmy

2tatioTiKn EneCepyacia Znudtov: ®idtpo Wiener
¢n(0)

¢n(6) gn(H) = ¢n(0) — ¢n(6)

ﬁ

/

2yvaptnon kootovs: [Ele, (9)2] KOl EAAYLGTOTTOINGT TNG:

min E[(¢, (6) = hy * Xn(0))?]

@mg Ba AOoovpe 1o TpOPAnua e amAnotioc tov @idtpov Wiener;

\

)
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