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Καταστατική Εξίσωση & Εξίσωση Εξόδου:

s (1) (t) = As(t) + bx(t)

y(t) = c t s(t) + d x(t)
Μετασχηµατισµοί Laplace Καταστατικών Εξισώσεων:

s(s) = (sI - A)-1bX (s)
Y (s) = (c t (sI - A)-1b + d ) X (s)

Συνάρτηση Μεταφοράς:

X (s)
H (s) = Y (s) = c t (sI - A)-1b + d
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Από τις Καταστατικές Εξισώσεις
στη Συνάρτηση Μεταφοράς



Μετασχηµατισµοί Διανύσµατος Κατάστασης  
Ισοδύναµα Συστήµατα

Έστω ένα σύστηµα {Α, b, c, d} µε Συνάρτηση Μεταφοράς:

X (s)
H (s) = Y (s) = c t (sI - A)-1b + d

Aν P ένας αντιστρέψιµος Πίνακας, ποιά είναι η Συνάρτηση Μεταφοράς 
του συστήµατος {As, bs, cs, ds};

-1

s

A = PAP
bs = Pb
c t  = c t  P-1

s
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h(t) = L-1{
!(#)
%(#)

} = c t L -1{(sI - A)-1}b + dd (t)

Από τη Συνάρτηση Μεταφοράς στη Κρουστική Απόκριση

Συνάρτηση Μεταφοράς:

X (s)
H (s) = Y (s) = c t (sI - A)-1b + d

Κρουστική Απόκριση:
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Δυναµοσειρές Τετραγωνικών Πινάκων

at
xa (t) = e u(t )

Από το Εκθετικό Σήµα:

At
xA (t) = e u(t)

στο Εκθετικό Σήµα Μητρώο:

, Re{s} > a
- a

X a  (s) = s
1

X A (s) =  L{xA (t)} =  ...;
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h(t) = L-1{!(# )
% (# )

} = ct  L-1{(sI - A)-1}b + dd (t)

Μετασχηµατισµός Laplace Πίνακα
     Άρα:

å
¥

-1-1 = (sI - A)X A (s) = L{xA (t)} = s n(s -1 A)
n=0

και εποµένως η Κρουστική Απόκριση:

θα δίνεται από τη Σχέση:

h(t) = L-1{!(# )
% (# )

} = c te Atu(t)b + dd (t)
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Μετασχηµατισµοί Laplace Καταστατικών Εξισώσεων 
Αποκρίσεις Μηδενικής Κατάστασης & Μηδενικής Εισόδου

Καταστατικές Εξισώσεις

s (1) (t) = As(t) + bx(t)

y(t) = c t s(t) + d x(t)
Μονόπλευροι Μετασχηµατισµοί Laplace Καταστατικών Εξισώσεων

s(s) = (sI - A)-1 s(0) + (sI - A)-1bX (s)

Y (s) = c t (sI - A)-1s(0)

Yzi (s) 

+  (c t (sI - A)-1b + d ) X (s)

Yzs (s) 
Απόκριση Μηδενικής Εισόδου Απόκριση Μηδενικής Κατάστασης
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Χώρος Κατάστασης - Πίνακας Μετάβασης

•Ας υποθέσουµε την Οµογενή καταστατική εξίσωση:

s(1) (t) = As(t)

µε αρχικό καταστατικό διάνυσµα s(0).
Μπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι το διάνυσµα κατάστασης
x(t) µπορεί να εκφραστεί ως:

s(t) = F(t)s(0)

όπου ο Πίνακας Καταστατικής Μετάβασης.F(t) = eAtu ( t )
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Χώρος Κατάστασης-Πίνακας Μετάβασης

•Ιδιότητες Πίνακα Καταστατικής Μετάβασης.

F(0) = I

F (-t) = F -1 (t)

F (t - t1 )F (t1 - t0 ) = F (t - t0 )

Χρονική αµεταβλητότητα
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Χώρος Κατάστασης -Εξίσωση Καταστατικής Μετάβασης 
Λύση Δυναµικών Εξισώσεων

Εξίσωση Κατάστασης: s (1) (t) = As(t) + bx(t)

y(t) = c t s(t) + dx(t)Εξίσωση Εξόδου:

•Αν µας δίνονται οι δυναµικές εξισώσεις:

Πώς µπορούµε να εκφράσουµε τις λύσεις τους µε την 
βοήθεια του Πίνακα Μετάβασης;
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Χώρος Κατάστασης-Εξίσωση Καταστατικής Μετάβασης 
Λύση Δυναµικών Εξισώσεων

t

s(t) = F (t)s(0) + òF (t -t ) bx(t )dt
0

0

t

y(t) = c t  F(t)s(0) + ct  òF( t  -t ) bx(t )dt + dx(t)

•Λύσεις δυναµικών εξισώσεων µε αρχική συνθήκη στο tο=0
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t

s(t) = F (t - t0 )s(t0 ) + òF (t -t ) bx(t )dt

F (t -t ) bx(t )dt + dx(t)0 0

t0

t

t0

tt òy(t) = c F (t - t )s(t ) + c

Χώρος Κατάστασης-Εξίσωση Καταστατικής Μετάβασης 
Λύση Δυναµικών Εξισώσεων

•Λύσεις δυναµικών εξισώσεων µε αρχική συνθήκη στο tο
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ΦΕΦΕ-Ασυµπτωτική-ΦΕΦΚ Ευστάθεια

Εξίσωση Κατάστασης

s (1) (t) = As(t) + bx(t)

Οµογενής Εξίσωση Κατάστασης

s (1) (t) = As(t), s(t ) = s , t ³ t
0 0 0

Θα λέµε ότι το δυναµικό σύστηµα είναι ασυµπτωτικά ευσταθές αν και
µόνο αν

lim s(t) =  0, " s(t0 )

lim F (t) =  O
t®¥

t®¥

ή ισοδύναµα αν και µόνο αν
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Παρατηρησιµότητα- Ελεγξιµότητα

Υποθέσεις:

•Ας υποθέσουµε ότι µας δίνεται η τριάδα {Α, b, c} που περιγράφει το 
σύστηµα στο χώρο κατάστασης.

•Ας υποθέσουµε επίσης ότι γνωρίζουµε την είσοδο x(t) και µπορούµε 
να µετράµε την έξοδο y(t).

Ερώτηµα 1.

Μπορώ να υπολογίσω το διάνυσµα κατάστασης s(t);
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Παρατηρησιµότητα- Ελεγξιµότητα

Υποθέσεις:

•Ας υποθέσουµε ότι µας δίνεται η τριάδα {Α, b, c} που περιγράφει το 
σύστηµα στο χώρο κατάστασης.

•Ας υποθέσουµε επίσης ότι γνωρίζουµε την αρχική κατάσταση s(0).

Ερώτηµα 2.

Μπορώ να βρω ένα σήµα το οποίο αν το εφαρµόσω στην είσοδο του 
συστήµατος να οδηγήσω σε πεπερασµένο χρόνο το σύστηµα στην κα- 
τάσταση s(t);
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Δεδοµένων της Εξίσωσης Κατάστασης και της Εξίσωσης Εξόδου:

s (1) (t) = As(t) + bx(t) y(t) = c t s(t) + d x(t)
θα λέµε ότι η κατάσταση του δυναµικού συστήµατος είναι παρατηρή-
σιµη τη χρονική στιγµή t0  αν υπάρχει πεπερασµένο t1 > t0 τέτοιο ώστε
αν γνωρίζουµε την είσοδο x(t) και την αντίστοιχη έξοδο στο t0 , να
µπορούµε να υπολογίζουµε την κατάσταση s(t0). Αν αυτό ισχύει για
κάθε t0 θα λέµε ότι το αντίστοιχο σύστηµα είναι παρατηρήσιµο.

Πίνακας Παρατηρησιµότητας:

𝑂& 𝐴, 𝑐 = [𝑐	 𝐴&𝑐	𝐴&'𝑐	 … 	𝐴&()*𝑐]
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Παρατηρησιµότητα- Ελεγξιµότητα



Δεδοµένης της Εξίσωσης Κατάστασης:

s (1) (t) = As(t) + bx(t)
θα λέµε ότι η κατάσταση του δυναµικού συστήµατος είναι ελέγξιµη τη 
χρονική στιγµή t0 αν υπάρχει πεπερασµένο t1 > t0 τέτοιο ώστε για κάθε 
s(t0) υπάρχει είσοδος x(t) [t0 t1], που µπορεί να οδηγήσει την s(t0) σε 
οποιαδήποτε επιθυµητή κατάσταση s(t1). Αν αυτό ισχύει για κάθε t0 θα 
λέµε ότι το αντίστοιχο σύστηµα είναι ελέγξιµο.

Πίνακας Ελεγξιµότητας:
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Παρατηρησιµότητα-Ελεγξιµότητα

𝐶 𝐴, 𝑏 = [𝑏	𝐴𝑏	𝐴!𝑏	… 	𝐴"#$𝑏]



$q : q t  A =  lqt , q tb =  0

To κλασσικό test της ορίζουσας των µητρώων:

det(𝑂! 𝐴, 𝑐 )=0, det(𝐶 𝐴, 𝑏 )=0

To test των Popov-Belevitch-Hautus (PBH)

1. To ζευγάρι {Α, c} δεν είναι παρατηρήσιµο όταν και µόνο όταν:
$q : Aq =  lq, c tq =  0

2. To ζευγάρι {Α,b} δεν είναι ελέγξιµο όταν και µόνο όταν:
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Παρατηρησιµότητα-Ελεγξιµότητα



Η2(s) Η1(s)x(t) y(t)

1 -1

y(t) = y(0)e- t u(t) + e - tu(t) * x(t)

x(t) 2s (1) (t)
ò+

s2 (t)

s2 (0-)

+1s (1) (t)
ò y(t)+

s1 (t)
s1(0-)

-2
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Παρατηρησιµότητα-Ελεγξιµότητα



Η1(s) Η2(s)x(t) y(t)

- e-t ) u (t) + e-t u(t) * x(t)
2

y1(0) t
+ (ey(t) = y(0)e t u(t)

+x(t) 1s (1) (t)
ò+ 1s (t)

-1

s1(0-)

-2

1y (t) 2s (1) (t)
ò y(t)+ 2s (t)

1

s2 (0-)
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Παρατηρησιµότητα-Ελεγξιµότητα
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ΜΔΕ και Σειρές Fourier

όσο  κι  εκείνες  που  προκύπτουν  παραγωγίζοντας  την  (5.15)  όρο  προς  όρο,  συγκλίνουν
ομοιόμορφα.  Τότε,  η  συνάρτηση  uHx, tL  αποτελεί  λύση  της  κυματικής  εξίσωσης  ux x - ut t = 0
στην  ανοιχτή  λωρίδα  := Hx, tL 52 : 0 < x < a, t > 0  και  σέβεται  τις  συνθήκες  (5.1β)  και
(5.1γ) στο σύνορο ∑  αυτής της λωρίδας. Ικανές συνθήκες για να συμβαίνει κάτι τέτοιο είναι η
συνάρτηση  f œ C4H@0, aDL,  με  f H0L = f HaL = f ≥H0L = f ≥HaL,  και  η  g œ C3H@0, aDL,  με
gH0L = gHaL.   

Στα επόμενα τρία σχήματα δείχνουμε το γράφημα ενός μερικού αθροίσματος της σειράς
(5.15) για τρεις αντιπροσωπευτικές επιλογές των συναρτήσεων f HxL και gHxL.
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ȈȤ. 5.1.  η   3  ύ σ  η  σ  (5.15),  f HxL = x3Hx- aL3, gHxL = 0, 
a = π.
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ȈȤ. 5.2.  η   3  ύ σ  η  σ  (5.15),  f HxL = 0, 

gHxL = x3Ha- xL2 sin 3 x, a = π.

248  μέ ο ο  του ωρισμο  των μεταβλητών

Κυματική Εξίσωση                           Συνθήκες

'!((),+)
')!

 = 𝑐, '
!((),+)
'+!

𝑢 0, 𝑡 = 0 = 𝑢(𝑙 , 𝑡 )∀𝑡 ≥ 0
𝑢 𝑥 , 0 = 𝑓(𝑥)
"#(% ,' )

"'
=g(x)	
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ΜΔΕ και Σειρές Fourier
Κυματική Εξίσωση                           Συνθήκες
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ȈȤ. 5.3.  η   12  ύ σ  η  σ  (5.15),  f HxL = Hx- a ê 2L2 x2, 
0 § x § a ê 2,  f HxL = 0, a ê 2 § x § a, gHxL = - f £HxL, a = π.

Ασκήσεις

5.1   α υπολογιστούν οι  συντελεστές της σειράς  Fourier (5.15) για  κάθε  μια  από  τις ακόλοθες
επιλογές. Σε κάθε περίπτωση  να κατασκευαστεί το γράφημα του 5ου μερικού αθροίσματος της
αντίστοιχης σειράς. 

(i)     f HxL := x2 - a2,  gHxL := 0,  a = π.

(ii)     f HxL := 0,  gHxL := x2 - a2,  a = π.

(iii)     f HxL := 0,  gHxL := Ix2 - a2M2,  a = π. x3Ha- xL2 sin 3 x

(iv)     f HxL := 0,  gHxL := x2Ha- xL2 sin 3 x,  a = π.

(v)    f HxL = 0, 0 § x < a ê 2Hx- a ê 2L2 Ha- xL2, a ê 2 § x § a
    gHxL = - f £HxL,   a = π.

(vi)    f HxL = x2Hx- a ê 2L2, 0 § x < a ê 2
0, a ê 2 § x § a

    gHxL = - f £HxL,   a = 2 π.

5.2  ποθέστε  ότι  η  f œ C4H@0, aDL,   η  g œ C3H@0, aDL  και  f H0L = f HaL = f ≥H0L = f ≥HaL,
gH0L = gHaL.   Δείχτε  ότι  η  σειρά  Fourier  (5.15)  συγκλίνει  ομοιόμορφα  στην  ανοιχτή  λωρίδα

:= Hx, tL 52 : 0 < x < a, t > 0  και  αποτελεί  την  μοναδική  λύση  του  αντίστοιχου  ΠΑΣΤ
(5.1).

5.3 α λυθεί το ΠΑΣΤ

ux x - ut t = 0,   0 < x < a,   t > 0,

H υματι ή ε σωση σε μ α ωρι ή ιάσταση 249
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ΜΔΕ και Σειρές Fourier
Κυματική Εξίσωση                           Συνθήκες
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όσο  κι  εκείνες  που  προκύπτουν  παραγωγίζοντας  την  (5.15)  όρο  προς  όρο,  συγκλίνουν
ομοιόμορφα.  Τότε,  η  συνάρτηση  uHx, tL  αποτελεί  λύση  της  κυματικής  εξίσωσης  ux x - ut t = 0
στην  ανοιχτή  λωρίδα  := Hx, tL 52 : 0 < x < a, t > 0  και  σέβεται  τις  συνθήκες  (5.1β)  και
(5.1γ) στο σύνορο ∑  αυτής της λωρίδας. Ικανές συνθήκες για να συμβαίνει κάτι τέτοιο είναι η
συνάρτηση  f œ C4H@0, aDL,  με  f H0L = f HaL = f ≥H0L = f ≥HaL,  και  η  g œ C3H@0, aDL,  με
gH0L = gHaL.   

Στα επόμενα τρία σχήματα δείχνουμε το γράφημα ενός μερικού αθροίσματος της σειράς
(5.15) για τρεις αντιπροσωπευτικές επιλογές των συναρτήσεων f HxL και gHxL.
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ȈȤ. 5.1.  η   3  ύ σ  η  σ  (5.15),  f HxL = x3Hx- aL3, gHxL = 0, 
a = π.

0

1

2

3

x

0

2

4

6

8

t

-10
-5
0
5

10

u

0

1

2

3

x

ȈȤ. 5.2.  η   3  ύ σ  η  σ  (5.15),  f HxL = 0, 

gHxL = x3Ha- xL2 sin 3 x, a = π.
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