
NP-πλήρη προβλήματα #1

Μεγάλη Κλίκα

Υποθεστε εναγραφημαG = (V,E)μεnκομβους.Μιαμεγαληκλικα ειναι εναπληρες υπογραφημα
τουG με τουλαχιστον n/2 κομβους. Πιο τυπικα, εστω η γλωσσα

ΜΚ = {〈G〉 : ΤοG περιεχει κλικα μεγεθους τουλαχιστον n/2}.
Θεώρημα 1. Η γλώσσαΜΚ είναι NP-πλήρης.

Απόδειξη. Πρωτα θα δειξουμε οτι ΜΚ ∈ NP. Έστω ενα στιγμιοτυπο 〈G〉 και ενα συνολο κομβων S
το οποιο πρεπει να εξετασουμε αν αποτελει κλικα μεγεθους τουλαχιστον n/2. Πρωτα ελεγχουμε
αν το S περιεχει τουλαχιστον n/2 κομβους και επειτα ελεγχουμε αν υπαρχουν ολες οι ακμες με-
ταξυ των κομβων του S. Οι ελεγχοι αυτοι μπορουν να γινουν σε πολυωνυμικο χρονο και αρα,
ΜΚ ∈ NP.
Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη, θα κανουμε αναγωγη απο τη γλωσσα

Κ = {〈G, k〉 : ΤοG περιεχει κλικα μεγεθους k},
η οποια γνωριζουμε οτι ειναι NP-πληρης. Με αρχη ενα γραφημαG και εναν ακεραιο k κατασκευα-
ζουμε ενα γραφημαG′ ως εξης:

• Αν k = n/2, τοτεG = G′.
• Αν k > n/2, τοτε τοG′ προκυπτει απο τοGπροσθετονταςx = 2k−n νεους απομονωμενους
κομβους. Έτσι, τοG′ εχειn′ = 2k κομβους και περιεχει κλικα μεγεθους k = n′/2 αν και μονο
αν τοG περιεχει κλικα μεγεθους k.

• Αν k < n/2, τοτε το G′ προκυπτει απο το G προσθετοντας x = n − 2k νεους κομβους
καθε ενας απο τους οποιους συνδεεται με ολους τους κομβους τουG′. Έτσι, τοG′ εχει n′ =
n+x = 2(n− k) κομβους και περιεχει κλικα μεγεθους k+x = n− k = n′/2 αν και μονο αν
τοG περιεχει κλικα μεγεθους k.

Συνεπως, αποδειξαμε οτι 〈G〉 ∈ Κ αν και μονο αν 〈G〉 ∈ ΜΚ.

Μερικα σχολια: Ας δουμε πρωτα την περιπτωση οπου k > n/2. Σε αυτην την περιπτωση θελουμε
οταν τοG εχει κλικα μεγεθους k, τοG′ να εχει κλικα μεγεθους n′/2. Αυτο μπορει να γινει μονο αν
το G′ περιεχει n′ = n + x κομβους ετσι ωστε οι x νεοι κομβοι να μην συμβαλουν στην κλικα και
να ισχυει οτι

k =
n′

2
=

n+ x

2
⇒ x = 2k − n.

Αντιστοιχα, στην περιπτωση οπου k < n/2 θελουμε οταν το G εχει κλικα μεγεθους k, το G′ να
εχει κλικα μεγεθους n′/2. Αυτο μπορει να γινει μονο αν το G′ περιεχει n′ = n + x κομβους ετσι
ωστε οι x νεοι κομβοι να συμβαλουν στην κλικα και να ισχυει οτι

k + x =
n′

2
=

n+ x

2
⇒ x = n− 2k.

1



Πως θα επρεπε να σκεφτουμε ωστε να αποδειξουμε οτι η γλωσσα

ΑΜΚ = {〈G〉 : ΤοG περιεχει κλικα μεγεθους τουλαχιστον n/3}.

ειναι NP-πληρης? Κανουμε αναγωγη απο την Κ και διακρινουμε περιπτωσεις αναλογα με την
τιμη του k. Αν k = n/3, τοτε θετουμε G′ = G και ισχυει προφανως οτι το G εχει κλικα μεγεθους
k αν και μονο αν τοG′ εχει κλικα μεγεθους k = n/3. Αν k > n/3, τοτε τοG′ προκυπτει απο τοG
προσθετοντας x κομβους οι οποιοι δεν συμβαλουν στη κλικα ετσι ωστε να ισχυει οτι

k =
n′

3
=

n+ x

3
⇒ x = 3k − n.

Έτσι, το G εχει κλικα μεγεθους k αν και μονο αν το G′ εχει κλικα μεγεθους k = n′/3. Τελος, αν
k < n/3, τοτε τοG′ προκυπτει απο τοG προσθετοντας x κομβους οι οποιοι συμβαλουν στη κλικα
(συνδεονται με ολους τους κομβους στοG′) ετσι ωστε να ισχυει οτι

k + x =
n′

3
=

n+ x

3
⇒ x = n− 3k.

Έτσι, τοG εχει κλικα μεγεθους k αν και μονο αν τοG′ εχει κλικα μεγεθους k + x = n′/3.

Μεγάλο Ανεξάρτητο Σύνολο

Υποθεστε ενα γραφημα G = (V,E) με n κομβους. Ένα μεγαλο ανεξαρτητο συνολο ειναι ενα συ-
νολο τουλαχιστονn/2 κομβων του γραφηματος οι οποιοι δεν συνδεονται μεταξυ τους. Πιο τυπικα,
εστω η γλωσσα

ΜΑΣ = {〈G〉 : ΤοG περιεχει ανεξαρτητο συνολο μεγεθους n/2}.

Θεώρημα 2. Η γλώσσαΜΑΣ είναι NP-πλήρης.

Απόδειξη. Πρωτα θα δειξουμε οτι ΜΑΣ ∈ NP. Έστω ενα στιγμιοτυπο 〈G〉 και ενα συνολο κομβων
S για το οποιο πρεπει να εξετασουμε αν περιεχειn/2 κομβους που ανα δυο δεν συνδεονται μεταξυ
τους. Προφανως ο ελεγχος αυτος μπορει να πραγματοποιηθει σε πολωνυμικο χρονο εξεταζοντας
με ωμη βια ολα τα ζευγαρια κομβων του S. Άρα, ΜΑΣ ∈ NP.
Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη, θα κανουμε αναγωγη απο τη γλωσσα

ΑΣ = {〈G, k〉 : ΤοG περιεχει ανεξαρτητο συνολο μεγεθους k},

η οποια γνωριζουμε οτι ειναι NP-πληρης. Με αρχη ενα γραφημαG και εναν ακεραιο k κατασκευα-
ζουμε ενα γραφημαG′ ως εξης:

• Αν k = n/2, τοτεG = G′.
• Αν k > n/2, τοτε τοG′ προκυπτει απο τοG προσθετοντας x = 2k − n νεους κομβους καθε
ενας απο τους οποιους συνδεεται με ολους τους κομβους του G′. Έτσι, το G′ εχει n′ = 2k
κομβους και περιεχει ανεξαρτητο συνολο μεγεθους k = n′/2 αν και μονο αν το G περιεχει
ανεξαρτητο συνολο μεγεθους k.

• Αν k < n/2, τοτε τοG′ προκυπτει απο τοGπροσθετονταςx = n−2k νεους απομονωμενους
κομβους. Έτσι, το G′ εχει n′ = n + x = 2(n − k) κομβους και περιεχει ανεξαρτητο συνολο
μεγεθους k + x = n− k = n′/2 αν και μονο αν τοG περιεχει ανεξαρτητο συνολο μεγεθους
k.

Συνεπως, αποδειξαμε οτι 〈G〉 ∈ ΑΣ αν και μονο αν 〈G〉 ∈ ΜΑΣ.
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Μακρύτερη Διαδρομή

Υποθεστε ενα κατευθυνομενο γραφημα G = (V,E) και δυο κομβους s και t. Υπαρχει μονοπατι
απο τον s στον t με μηκος τουλαχιστον k, για καποιον ακεραιο k, το οποιο να περνα απο καθε
κομβο το πολυ μια φορα?
Μπορουμε να περιγραψουμε το προβλημα και σαν γλωσσα ως εξης:

ΜΔ = {〈G, s, t, k〉 : ΤοG περιεχει s− t μονοπατι μηκους τουλαχιστον k
το οποιο περνα απο καθε κομβο το πολυ μια φορα}.

Θεώρημα 3. Η γλώσσαΜΔ είναι NP-πλήρης.

Απόδειξη. Πρωτα θα δειξουμε οτι ΜΔ ∈ NP. Έστω ενα στιγμιοτυπο 〈G, s, t, k〉 και ενα συνολο
κομβων S το οποιο πρεπει να εξετασουμε αν αποτελει s − t μονοπατι επι του G το οποιο περνα
απο καθε κομβο το πολυ μια φορα και εχει μηκος τουλαχιστον k. Το S πρεπει να εχει αρχη τον
κομβο s, τελος τον κομβο t, μεγεθος τουλαχιστον k + 1 (ετσι ωστε οι ακμες του μονοπατιου να
ειναι τουλαχιστον k σε πληθος) και να μην περιεχει δυο φορες τον ιδιο κομβο. Όλα αυτα μπορουν
να επαληθευτουν σε πολυωνυμικο χρονο και, επομενως, ΜΔ ∈ NP.
Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη, θα κανουμε αναγωγη απο τη γλωσσα

ΧΔ = {〈G, s, t〉 : ΤοG περιεχει s− t μονοπατι Hamilton απο τον s στον t},

η οποια γνωριζουμε οτι ειναι NP-πληρης. Θα αποδειξουμε οτι

〈G, s, t, n− 1〉 ∈ ΜΔ αν και μονο αν 〈G, s, t〉 ∈ ΧΔ.

[⇒]Έστω οτι 〈G, s, t〉 ∈ ΧΔ και S ενα s− t μονοπατι Hamilton στοG. Το S ξεκινα απο τον s, περνα
απο καθε κομβο του γραφηματος ακριβως μια φορα και καταληγει στον t. Δηλαδη, εχει μηκος
n− 1. Επομενως, 〈G, s, t, n− 1〉 ∈ ΜΔ.
[⇐]Έστωοτι 〈G, s, t, n−1〉 ∈ ΜΔκαιS ενα s−t μονοπατι στοG το οποιο περνα τοπολυ μιαφορα
απο καθε κομβο και εχει μηκος τουλαχιστον n − 1. Το S ειναι μονοπατι Hamilton καθως πρεπει
να περιεχει ολους τους κομβους του γραφηματος για να εχει μηκος τουλαχιστον n−1. Επομενως,
〈G, s, t〉 ∈ XΔ.

TSP

Υποθεστε ενα πληρες γραφημαG = (V,E) και μια συναρτηση βαρους w : E → R η οποια οριζει
ενα βαρος για καθε ακμη τουG. Υπαρχει κυκλος που να περνα απο ολους τους κομβους τουG και
να εχει συνολικο βαρος το πολυ k, για καποιον ακεραιο k? Για ευκολια, εναν κυκλο που περνα απο
ολους τους κομβους τουG θα τον καλουμε ταξίδι (tour).
Μπορουμε να περιγραψουμε το προβλημα και σαν γλωσσα ως εξης:

TSP = {〈G,w, k〉 : ΤοG εχει ταξιδι με ολικο βαρος το πολυ k}.

Θεώρημα 4. Η γλώσσα TSP είναι NP-πλήρης.

Απόδειξη. Πρωτα θα δειξουμε οτι TSP ∈ NP. Έστω ενα στιγμιοτυπο 〈G,w, k〉 και ενα συνολο
κομβων S το οποιο πρεπει να ελεγξουμε αν αποτελει ταξιδι επι του G και εχει ολικο βαρος το
πολυ k. Προφανως αυτο μπορει να γινει σε πολυωνυμικο χρονο ελεγχοντας ολες τις ακμες που
οριζουν οι κομβοι του S. Άρα, TSP ∈ NP.
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Για να ολοκληρωσουμε την αποδειξη, θα κανουμε αναγωγη απο τη γλωσσα

ΧK = {〈G〉 : ΤοG περιεχει κυκλο Hamilton},

η οποια γνωριζουμε οτι ειναι NP-πληρης. Με δεδομενο ενα γραφημαG = (V,E), κατασκευαζουμε
το πληρες γραφημαG′ = (V,E′), και οριζουμε το βαρος καθε ακμης e ∈ E′ ως

w(e) =

{
1, αν e ∈ E

2n, αν e 6∈ E

Θα αποδειξουμε οτι 〈G〉 ∈ XK αν και μονο αν 〈G′, w, n〉 ∈ TSP.
[⇒]Έστω οτι 〈G〉 ∈ ΧΚ καιC ο κυκλος Hamilton που περιεχει τοG. Καθε ακμη e που ανηκει στον
C εχει βαρος w(e) = 1 στο G′. Αυτο σημαινει οτι ο C αποτελει ταξιδι με ολικο βαρος n στο G′.
Επομενως, 〈G′, w, n〉 ∈ TSP.
[⇐]Έστωοτι 〈G,w, n〉 ∈ TSP καιC το ταξιδι με ολικο βαρος τοπολυnπουπεριεχει τοG′. Εφοσον
καθε ακμη e 6∈ E εχει βαρος μεγαλυτερο του n, το C πρεπει να αποτελειται μονο απο ακμες που
υπαρχουν στο G. Ακομη, αφου το ολικο βαρος ειναι το πολυ n, το πληθος των ακμων πρεπει να
ειναι το πολυ n, το οποιο σημαινει οτι το C περνα απο καθε κομβο του γραφηματος ακριβως
μια φορα (εκτος απο τον τελευταιο κομβο ο οποιος συμπιπτει με τον πρωτο) και αποτελει κυκλο
Hamilton στοG. Επομενως, 〈G〉 ∈ XΚ.
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