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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Ι

∆ιδάσκων: Ε. Στεφανόπουλος 2 φεβρουαριου 2017

Θ1. (αʹ) ∆είξτε ότι η εξίσωση
3
√
x = 1 − x έχει ακριβώς µία ϱίζα στους πραγµατικούς αριθµούς και

δώστε ένα λογικό διάστηµα το οποίο την περιέχει.

(ϐʹ) Αν 0 < a < b και x, y ∈ [a, b], να δειχτεί ότι

|y − x|
3

3
√
b2
≤ | 3√y − 3

√
x| ≤ |y − x|

3
3
√
a2

.

Σχόλια και Λύση

(αʹ) Στο σχήµα ϐλέπουµε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων
3
√
x και 1 − x οι οποίες

τέµνονται σε κάποιο σηµείο µεταξύ 0 και 1
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f2(x) = 1− x

f1(x) = 3
√
x

∆είχνουµε ότι η εξίσωση
3
√
x+x−1 = 0 έχει µοναδική ϱίζα. Η συνάρτηση f(x) = 3

√
x+x−1

είναι συνεχής σ΄ ολόκληρο το R. Επιπλέον f(0) = −1 και f(1) = 1, κατά συνέπεια το

Θεώρηµα της Ενδιάµεσης Τιµής εξασφαλίζει την ύπαρξη ενός τουλάχιστον σηµείου x0 ∈
(0, 1) ώστε f(x0) = 0.

Η f είναι παραγωγίσιµη στο Rr {0} και

f ′(x) =
1

3
x−2/3 + 1 =

1

3
3
√
x2

+ 1 > 0 x 6= 0.

΄Ετσι η f είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, 0) και στο (0,+∞), και από τη συνέχεια έπεται

ότι είναι γνησίως αύξουσα στο R, κατά συνέπεια έχει µοναδικό σηµείο µηδενισµού, γεγονός

που ισοδυναµεί µε το ότι η εξίσωση
3
√
x = 1− x έχει ακριβώς µία ϱίζα.
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0

f(x) = 3
√
x+ x− 1

(ϐʹ) Η ανισότητα είναι προφανής αν x = y. ΄Εστω λοιπόν x 6= y. Η συνάρτηση g(x) = 3
√
x είναι

παραγωγίσιµη στο (0,+∞), έτσι για x > 0, y > 0 και x 6= y από το Θεώρηµα της Μέσης

Τιµής έπεται ότι

g(x)− g(y)
x− y

= g′(ξ)⇒
3
√
x− 3
√
y

x− y
=

1

3 3
√
ξ2

για κάποιο ξ µεταξύ x και y. ΄Ετσι, αν επιπλέον, 0 < a < x, y < b είναι

1

3
3
√
b2
≤ 1

3 3
√
ξ2
≤ 1

3
3
√
a2
,

εποµένως

1

3
3
√
b2
≤
∣∣∣∣ 3
√
x− 3
√
y

x− y

∣∣∣∣ ≤ 1

3
3
√
a2
,

απ΄ όπου πολλαπλασιάζοντας µε |x− y| έπεται το Ϲητούµενο.
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Θ2. (αʹ) ∆είξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει

log x ≤ x− 1.

(ϐʹ) ∆εδοµένου ότι
n
√
n→ 1 καθώς n→∞ να ϐρεθεί το όριο, εφόσον αυτό υπάρχει,

lim
n→∞

n
√
log n.

Σχόλια και Λύση

Στα σχήµατα που ακολουθούν ϐλέπουµε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων log x, x−1,
και log x− x+ 1.
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f(x) = log x

g(x) = x− 1
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f(x) = log x− x+ 1

(αʹ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = log x− x+ 1 για x > 0. Η f είναι παραγωγίσιµη και

f ′(x) =
1

x
− 1 =

1− x
x

, x > 0.

΄Αρα f ′ > 0 στο (0, 1) και f ′ < 0 στο (1,+∞), δηλαδή η f είναι αύξουσα για 0 < x < 1 και

ϕθίνουσα για x > 1, κατά συνέπεια έχει µέγιστο στο x = 1, ισοδύναµα

log x− x+ 1 ≤ f(1) = 0⇒ log x ≤ x− 1, x > 0.
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(ϐʹ) Από το (α΄) έχουµε ότι log n ≤ n − 1 για κάθε ϕυσικό αριθµό n. Επιπλέον η log n είναι

αύξουσα ακολουθία, αφού η log x, x > 0 είναι αύξουσα συνάρτηση (log′ x = 1/x > 0), κατά
συνέπεια για n ≥ 3 είναι log n ≥ log 3 > log e = 1. ΄Ετσι τελικά έχουµε

1 ≤ log n ≤ n− 1 < n⇒ 1 ≤ n
√

log n ≤ n
√
n, n ≥ 3

Επειδή από την υπόθεση έχουµε ότι
n
√
n → 1, έπεται ότι το όριο του ενδιάµεσου µέλους,

καθώς n→∞, υπάρχει και

lim
n→∞

n
√
log n = 1.
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Θ3. Προσεγγίστε την f(x) =
√
1 + x µε το σχετικό πολυώνυµο Taylor δεύτερου ϐαθµού στο x = 0,

και εκτιµήστε την ακρίβεια της προσέγγισης όταν −1/2 ≤ x ≤ 1/2.

Σχόλια και Λύση

Από τον τύπο του Taylor έχουµε

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(ξ)

3!
x3 = P2(x) +R2(x)

για κάποιο ξ = ξ(n, x) µεταξύ 0 και x. Στη συνέχεια υπολογίζουµε

f(x) = (1 + x)1/2 f ′(x) =
1

2
(1 + x)−1/2 f ′′(x) = −1

4
(1 + x)−3/2 f ′′′(x) =

3

8
(1 + x)−5/2

f(0) = 1 f ′(0) =
1

2
f ′′(0) = −1

4
f ′′′(ξ) =

3

8(1 + ξ)5/2
,

οπότε το πολυώνυµο Taylor δεύτερου ϐαθµού, στο 0, είναι

P2(x) = 1 +
1

2
x− 1

8
x2,

έτσι για x κοντά στο 0 είναι
√
1 + x ≈ 1 +

1

2
x− 1

8
x2.

Την ακρίβεια της προσέγγισης εκτιµά το υπόλοιοπο R2(x), αφού f(x)− P2(x) = R2(x), έτσι∣∣∣∣√1 + x−
(
1 +

1

2
x− 1

8
x2
)∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 3x3

8(1 + ξ)5/23!

∣∣∣∣ ≤ (1/2)3

16(1− 1/2)5/2
=

1

16
√
2
= 0.0442

επειδή x ∈ [−1/2, 1/2] και 0 < |ξ| < |x|.
Στα σχήµατα που ακολουθούν ϐλέπουµε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) =√
1 + x, και P2(x).
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Θ4. (αʹ) Να υπολογισθεί το όριο lim
x→0+

x log x.

(ϐʹ) Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα

∫ 1

0
x log x dx.

Σχόλια και Λύση

(αʹ) Γράφοντας

x log x =
log x

1/x

ϐλέπουµε ότι καθώς x → 0+ ο αριθµητής και ο παρονοµαστής, οι οποίοι είναι παραγωγί-

σιµες συναρτήσεις για x > 0, απειρίζονται, έτσι από τον κανόνα του l’ Hospital παίρνουµε

lim
x→0+

x log x = lim
x→0+

log x

1/x
= lim

x→0+

1/x

−1/x2
= − lim

x→0+
x = 0.

(ϐʹ) Η συνάρτηση x log x δεν είναι συνεχής στο x = 0 γιατί ο λογάριθµος ορίζεται µόνο για

x > 0. Στο (α΄) δείξαµε ότι

lim
x→0+

x log x = 0,

κατά συνέπεια η συνάρτηση

f(x) =

{
0 x = 0

x log x x > 0

είναι συνεχής στο [0,+∞). Το Ϲητούµενο ολοκλήρωµα είναι γενικευµένο, εποµένως∫ 1

0
x log x dx = lim

ε→0+

∫ 1

ε
x log x dx,

όπου 0 < ε < 1. Για δε τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος έχουµε∫ 1

ε
x log x dx =

∫ 1

ε

(
x2

2

)′
log x dx =

x2

2
log x

∣∣∣1
ε
−
∫ 1

ε

(
x2

2

)
1

x
dx

=
x

2
(x log x)

∣∣∣1
ε
− x2

4

∣∣∣1
ε

= − ε
2
(ε log ε)−

(
1

4
− ε2

4

)
όπου εµφανίζεται το όριο που υπολογίσαµε στο (α΄). Κατά συνέπεια∫ 1

0
x log x dx = lim

ε→0+

∫ 1

ε
x log x dx

= lim
ε→0+

[
− ε
2
(ε log ε)− 1

4
+
ε2

4

]
= −1

4

αφού ε log ε→ 0, καθώς ε→ 0+, από το (α΄).
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Η συνάρτηση

f(x) =

{
0 x = 0

x log x x > 0

είναι συνεχής στο [0,+∞) κατά συνέπεια το ολοκλήρωµα∫ 1

0
f(x) dx

είναι ολοκλήρωµα Riemann, δηλαδή δεν είναι γενικευµένο. Στο σχήµα ϐλέπουµε τη γραφική

παράσταση της f η οποία ταυτίζεται µε αυτή της x log x στο (0,+∞).
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Θ5. Εξετάστε για ποιές τιµές της παραµέτρου s το γενικευµένο ολοκλήρωµα F (s) =

∫ +∞

0
xesx dx

συγκλίνει και για αυτές τις τιµές να ϐρεθεί το όριο.

Σχόλια και Λύση

Αν s ≥ 0, τότε esx ≥ 1 για x ≥ 0, οπότε για L > 0 έχουµε∫ L

0
xesx dx ≥

∫ L

0
x dx =

L2

2
→ +∞

καθώς L→ +∞, έτσι το ολοκλήρωµα F (s) αποκλίνει για s ≥ 0. Θεωρούµε την περίπτωση s < 0.
΄Ετσι µπορούµε να γράψουµε µε s = −t για t > 0 και L > 0∫ L

0
xesx dx =

∫ L

0
xe−tx dx =

∫ L

0
x

(
−e
−tx

t

)′
dx = −xe

−tx

t

∣∣∣L
0
+

∫ L

0

e−tx

t
dx

= −xe
−tx

t

∣∣∣L
0
− e−tx

t2

∣∣∣L
0

= − L

tetL
− 1

t2etL
+

1

t2
.

Αν L→ +∞, τότε etL → +∞, αφού t > 0, οπότε από τον κανόνα του l’ Hospital έχουµε

lim
L→+∞

L

tetL
= lim

L→+∞

1

t2etL
= 0,

κατά συνέπεια

lim
L→+∞

∫ L

0
xesx dx = lim

L→+∞

(
− L

tetL
− 1

t2etL
+

1

t2

)
=

1

t2
=

1

s2
.

΄Ετσι

F (s) =

∫ +∞

0
xesx dx =

1

s2
, s < 0.
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Θ6. Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Maclaurin, δηλαδή η δυναµοσειρά γύρω από το x = 0 (πιθανόν να

µη χρειάζεται να υπολογισθούν οι παράγωγοι ανώτερης τάξης, ϐλέπε τυπολόγιο), καθώς και το

διάστηµα σύγκλισης της κάθε σειράς :

(αʹ) f(x) = sin(−x2).
(ϐʹ) g(x) =

1

(1− x)2
.

Υπενθυµίζουµε ότι

d

dx

(
1

1− x

)
=

1

(1− x)2
.

Σχόλια και Λύση

(αʹ) Το ανάπτυγµα Maclaurin της sinx συγκλίνει για κάθε x ∈ R, οπότε ϑέτοντας −x2 στη ϑέση

του x παίρνουµε

sin(−x2) = (−x2)− (−x2)3

3!
+

(−x2)5

5!
− (−x2)7

7!
+ · · ·+ (−1)n (−x

2)2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

= −x2 + x6

3!
− x10

5!
+
x14

7!
− · · ·+ (−1)n+1 x

2(2n+1)

(2n+ 1)!
+ · · ·

και το διάστηµα σύγκλισης της σειράς είναι όλο το R.

(ϐʹ) Επειδή

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + · · ·

για −1 < x < 1, από το Θεώρηµα που αφορά στη παράγωγο (και παράγουσα) του ορίου

δυναµοσειράς παίρνουµε

1

(1− x)2
=

d

dx

(
1

1− x

)
=
(
1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + · · ·

)′
= 1 + 2x+ 3x2 + · · ·+ nxn−1 + · · ·

και το διάστηµα σύγκλισης του αναπτύγµατος της παραγώγου είναι το ίδιο µε αυτό της

αρχικής, δηλαδή το (−1, 1).
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Θ7. Να ϐρεθεί το όριο της σειράς
∞∑
n=1

1

n2 − 1/4

υποδειξη: Ο παρονοµαστής είναι διαφορά τετραγώνων.

Σχόλια και Λύση

Παρατηρούµε ότι

1

n2 − 1/4
=

1

(n− 1/2)(n+ 1/2)
=

a

n− 1/2
+

b

n+ 1/2

για κάποια a και b, ισοδύναµα

1

(n− 1/2)(n+ 1/2)
=

(a+ b)n+ (a− b)/2
(n− 1/2)(n+ 1/2)

⇔

{
a+ b = 0

a− b = 2

}
⇔ a = −b = 1,

οπότε η σειρά γράφεται

∞∑
n=1

1

n2 − 1/4
=
∞∑
n=1

(
1

n− 1/2
− 1

n+ 1/2

)
=
∞∑
n=1

(
1

n− 1/2
− 1

n+ 1− 1/2

)
.

Η σειρά είναι τηλεσκοπική, και το µερικό άθροισµα SN της σειράς είναι

SN =
N∑
n=1

(
1

n− 1/2
− 1

n+ 1− 1/2

)
=

(
1

1− 1/2
− 1

2− 1/2

)
+

(
1

2− 1/2
− 1

3− 1/2

)
+ · · ·+

(
1

N − 1/2
− 1

N + 1− 1/2

)
=

1

1/2
− 1

(2N + 1)/2

= 2− 2

2N + 1
,

άρα
∞∑
n=1

1

n2 − 1/4
= lim

N→∞
SN = lim

N→∞

(
2− 2

2N + 1

)
= 2.


