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Θ5. ∆ίνεται η συνάρτηση

f(x) = δx− ln(2 + x)− 1, x > −2,
όπου δ είναι µια πραγµατική παράµετρος.

(αʹ) Για ποιες τιµές της παραµέτρου δ (πιθανόν να είναι όλα τα σηµεία διαστήµατος) η συνάρ-

τηση παρουσιάζει τοπικό ακρότατο ;

Η συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη στο (−2,+∞) και τα ακρότατα είναι µεταξύ των σηµείων

µηδενισµού της παραγώγου, έτσι

f ′(x) = δ − 1

2 + x
= 0⇔ δ =

1

2 + x
.

Επειδή x > −2 έπεται ότι x + 2 > 0, οπότε από την παραπάνω σχέση έπεται ότι η f έχει

ακρότατο αν και µόνο αν δ > 0. Για παράδειγµα, αν δ ≤ 0 η f είναι ϕθίνουσα.

(ϐʹ) Προσδιορίστε τη ϑέση και το είδος του τοπικού ακρότατου (µέγιστο/ελάχιστο).

Για δ > 0 υπάρχει ακρότατο εκεί όπου

δ =
1

2 + x
⇔ x0 = −2 +

1

δ
.

Αν x < −2 + 1
δ , ισοδύναµα δ < 1

2+x , ειναι f ′(x) < 0, ενώ αν x > −2 + 1
δ , ισοδύναµα

δ > 1
2+x , ειναι f

′(x) > 0, κατά συνέπεια η f παίρνει την ελάχιστη τιµή της στο x0.

(γʹ) Σχεδιάστε ένα πρόχειρο γράφηµα της f .

Για δ > 0 υπάρχει ακρότατο εκεί όπου

δ =
1

2 + x
⇔ x0 = −2 +

1

δ
.

Από το (ϐ′) έχουµε ότι η f είναι ϕθίνουσα στο διάστηµα (−2,−2 + 1
2) και αύξουσα στο

(−2 + 1
2 ,+∞), ενώ στο x = −2 έχει ασύµπτωτη. Επίσης

f ′′(x) =
1

(2 + x)2
> 0

συνεπώς η f είναι κυρτή. Ακολουθεί το γράφηµα της f για δ = 2.
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f(x) = 2x− ln(2 + x)− 1

Τα ανάλογα ισχύουν και τις υπόλοιπες περιπτώσεις :

f(x) = δx+ ln(1 + x/2) + 1, x > −2, f(x) = δx+ ln(1 + x) + 1, x > −1,
f(x) = δx−

√
1− x+ 1, x ≤ 1,

f(x) =
√
1 + 2x− 1− δx, x ≥ −1

2
, f(x) =

√
1 + x− δx− 1

2
, x ≥ −1,


