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Συναρτήσεις

Ορισµός

Εάν A και B είναι δύο σύνολα µία συνάρτηση f από το A στο B είναι µία

αντιστοιχία ή νόµος ώστε κάθε στοιχείο του A αντιστοιχίζεται σε ένα και µόνο

στοιχείο του B. Εάν f είναι µία συνάρτηση από το A στο B γράφουµε f :A→ B.

Εάν x ∈A µε f(x) συµβολίζουµε το στοιχείο του B που αντιστοιχεί µέσω της f στο

x . Λέµε ότι το f(x) είναι η εικόνα του x µέσω της f .

Ορισµός

΄Εστω f να είναι είναι µία συνάρτηση από το A στο B, δηλαδή f :A→ B. Το

σύνολο A λέγεται πεδίο ορισµού (domain) της f και, συνήθως, συµβολίζεται µε

D(f) ή Df . Το σύνολο των y ∈ B για τα οποία υπάρχουν x ∈A τέτοια ώστε

y = f(x) λέγεται πεδίο τιµών (range) της f και συµβολίζεται µε R(f) ή Rf . Εν

γένει R(f)⊆ B. Το υποσύνολο του καρτεσιανού γινοµένου A×B

G(f)= {(x, f(x)) : x ∈A}

λέγεται γράφηµα (graph) της f . Εναλλακτικά συµβολίζεται µε Gf .
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Συναρτήσεις

Παράδειγµα

΄Εστω A= {x,y ,z} και B = {a,b} και ορίζουµε f :A→ B µε

f(x)= a, f(y)= b, f(z)= b.

Παράδειγµα

΄Εστω A και B δύο µη κενά σύνολα και έστω b0 ∈ B. Η συνάρτηση f :A→ B µε

τύπο f(x)= b0, για κάθε x ∈A, λέγεται σταθερή συνάρτηση (constant function).

Παράδειγµα

΄Εστω A 6=∅. Η συνάρτηση f :A→A µε τύπο f(x)= x , για κάθε x ∈A, λέγεται

ταυτοτική συνάρτηση (identity function) και συµβολίζεται µε τA.

Παράδειγµα

΄Εστω A 6=∅ και έστω f :A→ B. Εάν A0 ⊆A η συνάρτηση f |A0
:A0 → B που

ορίζεται από τη σχέση f |A0
(x)= f(x), για κάθε x ∈A0, λέγεται ο περιορισµός

της f στο A0 (restriction of f on A0).
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Συναρτήσεις

• ΄Εστω f : A → B. Εάν A0 ⊆ A µε f(A0) συµβολίζουµε το σύνολο όλων των

εικόνων των στοιχείων του A0. Το σύνολο αυτό λέγεται η εικόνα (image) του A0

µέσω της f . ΄Ετσι

f(A0)= {y ∈ B : y = f(x) για κάποιο x ∈A0}.

Παρατηρούµε ότι f(A0) ⊆ B. Εάν B0 ⊆ B µε f
−1(B0) συµβολίζουµε το σύνολο

όλων των στοιχείων του A των οποίων οι εικόνες µέσω της f ανήκουν στο B0. Το

σύνολο αυτό λέγεται η αντίστροφη εικόνα (preimage) του B0 µέσω της f . ΄Ετσι

f
−1(B0)= {x ∈A : f(x) ∈ B0}.

Παρατηρούµε ότι f
−1(B0)⊆A. Μπορεί να δειχθεί ότι

A0 ⊆A⇒ f
−1(f(A0))⊃A0 (1)

B0 ⊆ B ⇒ f(f−1(B0))⊆ B0 (2)
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Συναρτήσεις

Ορισµός
΄Εστω f :A→ B.

(1) Η f λέγεται ένα-προς-ένα (injective ή one--to--one) εάν για κάθε Ϲευγάρι

διακριτών στοιχείων του D(f) οι εικόνες τους διαφέρουν µεταξύ τους,

δηλαδή

x1 6= x2 ⇒ f(x1) 6= f(x2).

Ισοδύναµα

f(x1)= f(x2)⇒ x1 = x2.

(2) Η f λέγεται επί (surjective ή onto) του B εάν κάθε στοιχείο του B είναι εικόνα

κάποιου στοιχείου του A, δηλαδή

y ∈ B ⇒ y = f(x) για κάποιο x ∈A.

Ισοδύναµα R(f)= B.

(3) Εάν η f είναι ένα-προς-ένα και επί ϑα λέγεται ένα-προς-ένα αντιστοιχία
µεταξύ των A και B.
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Συναρτήσεις

• Εάν f : A → B και g : B → C ορίζουµε τη συνάρτηση g ◦ f : A → C µε τη σχέση

(g ◦ f)(x) = g(f(x)). Η g ◦ f λέγεται σύνθεση (composite) των f και g. Η g ◦ f

ορίζεται όταν το πεδίο τιµών της f περιέχεται στο πεδίο ορισµού της g, σχηµατικά

R(f)⊆D(g).

• Εάν f : A → B είναι µία ένα προς ένα αντιστοιχία του A µε το B, τότε σε κάθε

στοιχείο y ∈ B αντιστοιχεί ένα και µόνο στοιχείο x ∈ A τέτοιο ώστε y = f(x). ΄Ετσι

µπορεί να ορισθεί η αντίστροφη συνάρτηση f
−1 : B → A της f από τη σχέση

f
−1(y)= x ⇔ f(x)= y .

Παράδειγµα

Για A= {x,y ,z}, B = {a,b,c} και C = {p,q} ορίζουµε

f(x)= a, f(y)= f(z)= b, g(a)= g(b)= p, g(c)= q

τότε R(f)= {a,b}( B και R(g)=C, και

g ◦ f(x)= g(f(x))= g(a)= p, g ◦ f(y)= g(f(y))= g(b)= p, g ◦ f(z)= p
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Συναρτήσεις πραγµατικών µεταβλητών

• Το εµβαδόν A που περικλείει κύκλος ακτίνας r είναι ίσο µε πr
2, άρα

A(r)=πr
2, A :R→R.

• Ο όγκος κυλίνδρου µε ακτίνα ϐάσης r και ύψος h είναι ίσος µε πr
2
h, έτσι ο

όγκος V είναι συνάρτηση δύο µεταβλητών r και h, V :R2 →R και

V(r ,h)=πr
2
h.

• Αν ένα σώµα κινείται στο χώρο R3 ώστε κάθε χρονική στιγµή t η ϑέση του είναι

γνωστή, τότε η κίνηση περιγράφεται από µια συνάρτηση w :R→R3, ώστε

w(t)= (x(t),y(t),z(t)),

όπου οι x,y ,z είναι συναρτήσεις από το R στο R.

• Αν P είναι σηµείο στην ατµόσφαιρα της γης, p(P),q(P),h(P) είναι αντίστοιχα

η ατµοσφαιρική πίεση, η ϑερµοκρασία, και η υγρασία στο P, υποθέτοντας ότι το

κέντρο της γης ϐρίσκεται στην αρχή ενός τρισορθογωνίου συστήµατος αξόνων,

τότε P = P(x,y ,z) ∈R3, οπότε η πληροφορία που µας ενδιαφέρει κωδικοποιείται

µε µια συνάρτηση M :R3 →R3,

M(x,y ,z)= (p(x,y ,z),q(x,y ,z),h(x,y ,z)).
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Πραγµατικές συναρτήσεις

Ορισµός

Εάν A 6=∅, κάθε συνάρτηση ορισµένη στο A µε τιµές στο σύνολο R των

πραγµατικών αριθµών, δηλαδή f :A→R, λέγεται πραγµατική συνάρτηση.

Συνήθως το πεδίο ορισµού των συναρτήσεων που ϑα µας απασχολήσουν είναι

το R ή κάποιο υποσύνολο αυτού.

Οι πραγµατικές συναρτήσεις συνήθως δίνονται µε κάποιο τύπο, για παράδειγµα

f(x)=p
3x +1.

Στην περίπτωση αυτή απαιτείται η εύρεση του πεδίου ορισµού της συνάρτησης.

Πρέπει να είναι

3x +1≥ 0 ⇒ D(f)= [−1/3,+∞).

Παρατηρούµε ότι f(−1/3) = 0, και ισχυριζόµαστε ότι για κάθε y > 0 υπάρχει

x > −1/3 ώστε
p

3x +1 = y . Πράγµατι ‘‘επιλύοντας’’ την τελευταία εξίσωση,

ισοδύναµα, παίρνουµε

3x +1= y
2 ⇔ x = y

2/3−1/3>−1/3, άρα R(f)= [0,+∞).
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Πραγµατικές συναρτήσεις

Ορισµός (Μονοτονία)

Μια πραγµατική συνάρτηση f η οποία διατηρεί ή αντιστρέφει τη διάταξη των

πραγµατικών αριθµών λέγεται µονότονη. Ειδικότερα η f λέγεται

(1) Αύξουσα (increasing) αν f(s)≤ f(t), οποτεδήποτε s < t , και αυστηρά ή

γνησίως αύξουσα (strictly increasing) αν f(s)< f(t).

(2) Φθίνουσα (decreasing) αν f(s)≥ f(t), οποτεδήποτε s < t και αυστηρά ή

γνησίως ϕθίνουσα (strictly dencreasing)αν f(s)> f(t).

Ορισµός

Μια πραγµατική συνάρτηση ορισµένη σ΄ ένα κατάλληλο υποσύνολο του R, ή σε

ολόκληρο το R λέγεται

(1) ΄Αρτια (even) αν f(−x)= f(x).

(2) Περιττή (odd) αν f(−x)=−f(x).
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Πραγµατικές Συναρτήσεις

Ορισµός (Πράξεις συναρτήσεων)

Εάν f και g είναι πραγµατικές συναρτήσεις, για κάθε x ∈D(f)∩D(g), ορίζουµε

το άθροισµα f +g, τη διαφορά f −g, το γινόµενο f ·g, και το πηλίκο f/g, των f

και g, αντίστοιχα, µε τις σχέσεις

(1) (f +g)(x)= f(x)+g(x)

(2) (f −g)(x)= f(x)−g(x)

(3) (f ·g)(x)= f(x) ·g(x)
(4)

(
f

g

)
(x)= f(x)

g(x)
, για g(x) 6= 0.

Οι αλγεβρικές πράξεις µεταξύ συναρτήσεων όπως και η σύνθεση επιτρέπουν τη

δηµιουργία νέων συναρτήσεων από τις σχετικά απλές υπάρχουσες συναρτήσεις.

Επιπλέον οι αντίστροφες συναρτήσεις, γνωστών συναρτήσεων, εφόσον αυτές

υπάρχουν, εµπλουτίζουν τη συλλογή των πραγµατικών συναρτήσεων που µας

ενδιαφέρουν και εµφανίζονται στις διάφορες εφαρµογές.
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Πραγµατικές Συναρτήσεις

Αν f είναι µια πραγµατική συνάρτηση ως γράφηµα της f ορίσαµε το σύνολο

G(f)= {(x,y) : y = f(x)} το οποίο είναι υποσύνολο του R×R=R2.

Η αποτύπωση του γραφήµατος µιας συνάρτησης στο επίπεδο, δηλαδή η γραφική
παράσταση της συνάρτησης παρέχει συνήθως ένα σχετικά µεγάλο ποσοστό της

πληροφορίας που ϑα ϑέλαµε να έχουµε για τη συνάρτηση. ΄Αρα η όσο το δυνατό

πιστή αποτύπωση του γραφήµατος της συνάρτησης είναι ένας από τους στόχους

µας. Προκειµένου να πετύχουµε αυτό το στόχο πρέπει να αναπτύξουµε την

κατάλληλη ‘‘τεχνολογία’’. Η τεχνολογία αυτή αναπτύσσεται σταδιακά. Επιπλέον

ο αυστηρός ορισµός κάποιων συναρτήσεων όπως είναι οι τριγωνοµετρικές, η

εκθετική, ο λογάριθµος και άλλες µπορεί να δοθεί αφότου έχουµε αναπτύξει

την ανάλογη ϑεωρία. Εκµεταλευόµενοι όµως τη σχετική γνώση που έχουµε από

το Λύκειο, ϑα ϑεωρήσουµε ότι γνωρίζουµε τη συµπεριφορά, τις ιδιότητες και τη

γραφική παράσταση πολλών από τις συναρτήσεις που ϑα µας απασχολήσουν.

Η γραφική παράσταση της συνάρτησης y = f(x) είναι το σύνολο όλων των ση-

µείων (x,y) του επιπέδου µε y = f(x). ΄Ετσι αποτυπώνοντας πολλά (πόσα ;) ση-

µεία (x, f(x)) στο καρτεσιανό επίπεδο µπορούµε να καταλάβουµµε-εικάσουµε

τη µορφή της γραφικής παράστασης.
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Πραγµατικές Συναρτήσεις Το γράφηµα της αντίστροφης συνάρτησης

Αν η αντίστροφη συνάρτηση f
−1 της f υπάρχει, ορίζεται µε τη σχέση

y = f(x)⇔ x = f
−1(y).

΄Ετσι αν G(f) και G(f−1) είναι αντίστοιχα τα γραφήµατα των f και f
−1, τότε

G(f)= {(x, f(x)) : x ∈D(f)} και G(f−1)= {(f(x),x) : x ∈D(f)}

όπου D(f) είναι το πεδίο ορισµού της f .

0

(a,b)

(b,a)

a

y = x

a

y = f(x)

y = f
−1(x)

Σχήµα: Οι συναρτήσεις y = f(x) και y = f
−1(x)
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Πραγµατικές Συναρτήσεις Το γράφηµα της αντίστροφης συνάρτησης

Τα σηµεία (a,b) και (b,a) είναι συµµετρικά ως προς την ευθεία y = x (γιατί;),

οπότε οι γραφικές παραστάσεις των f και f
−1 είναι συµµετρικές ως προς την

y = x .

Θεώρηµα

΄Εστω ότι η y = f(x) είναι ένα προς ένα και έστω f
−1

η αντίστροφη συνάρτηση

της f , τότε

(1) Το γράφηµα G(f−1) της f
−1

είναι συµµετρικό του γραφήµατος G(f) της f

ως προς την ευθεία y = x.

(2) Αν η f είναι αύξουσα, ή γνησίως αύξουσα, ή ϕθίνουσα, ή γνησίως

ϕθίνουσα, τότε και η f
−1

έχει την ίδια µονοτονία, είναι δηλαδή, αντίστοιχα,

αύξουσα, ή γνησίως αύξουσα, ή ϕθίνουσα, ή γνησίως ϕθίνουσα.

(3) Αν η f είναι περιττή, τότε και η f
−1

είναι περιττή.

(4) (f−1)−1 = f .
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Ευθείες στο επίπεδο

x

y

(a,b)

(x,y)
y

x

ω

`

Αν ` είναι µια ευθεία στο επίπεδο, η οποία δεν είναι παράλληλη στον y-άξονα,

περιέχει το σηµείο (a,b) και σχηµατίζει γωνία ω µε τον x-άξονα και αν (x,y) είναι

ένα σηµείο της ευθείας, τότε από το σχετικό ορθογώνιο τρίγωνο έχουµε

tanω= y −b

x −a

οπότε αν ορίσουµε τη κλίση της ευθείας ` να είναι m = tanω τότε η σχέση

y −b =m(x −a) (3)

είναι η εξίσωση της ευθείας που έχει κλίση m και περιέχει το σηµείο (a,b).
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Ευθείες στο επίπεδο

x

y

b y = b

a

x = a

Αν m = 0 τότε η εξίσωση γίνεται y = b που είναι η ευθεία παράλληλη στον x-

άξονα που περιέχει το σηµείο (0,b). ΄Οµοια η x = a παριστάνει την ευθεία που

είναι κάθετη στον x-άξονα στο σηµείο (a,0). Σηµειώνουµε ότι στην περίπτωση

αυτή είναι ω = π/2. Η εξίσωση της ευθείας που περιέχει τα σηµεία (a,b) και

(a′,b′) είναι

y −b = b−b
′

a−a′ (x −a)

(γιατί;).
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Ευθείες στο επίπεδο

Γράφοντας την εξίσωση (;;) σαν

y =mx + (b−am)=mx +c,

όπου c = b−am, ϐλέπουµε ότι για x = 0 είναι y = c, κατά συνέπεια η

y =mx +c, (4)

είναι η εξίσωση της ευθείας µε κλίση m η οποία τέµνει τον y-άξονα στο (0,c).

Γενικά κάθε εξίσωση

ax +by +c = 0,

µε a, b και c πραγµατικούς αριθµούς, παριστάνει µια ευθεία στο επίπεδο.
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Βασικές συναρτήσεις Γραµµικές συναρτήσεις

f(x)= ax +b, µε a,b ∈R.

Μια τέτοια συνάρτηση ορίζεται σ΄ ολόκληρο και R και είναι ένα-προς-ένα, αν

a 6= 0, αύξουσα αν a > 0 και ϕθίνουσα αν a < 0. Το γράφηµα κάθε γραµµικής

συνάρτησης είναι ευθεία. ΄Εχουµε f(0) = b, άρα ένα σηµείο της ευθείας είναι

το (0,b), ενώ για x = −b/a, εφόσον a 6= 0, είναι f(−b/a) = 0, έτσι ένα άλλο

σηµείο είναι το (−b/a,0).

0

b

f(x)= b

−2 −1 1 2

−1

1

2

3

0

f(x)= 2x +1
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Βασικές συναρτήσεις Γραµµικές συναρτήσεις

−2 −1 1 2

−1

1

2

3

0

f(x)=−2x +2

−3 −2 −1 1 2 3

−1

1

2

3

0

f(x)= |x|

y =−xy = x

Παράδειγµα

Για τη συνάρτηση f(x)= |x| έχουµε ότι f(x)= x αν x ≥ 0, και f(x)=−x αν x ≤ 0.

Η γραφική παράσταση της f δίνεται στο σχήµα. Η συνάρτηση δεν είναι γραµµική

αφού δεν είναι της µορφής ax +b. Σηµειώνουµε ότι είναι άρτια (|− x| = |x|),

γνησίως ϕθίνουσα στο (−∞,0] και γνησίως αύξουσα στο [0,+∞).
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Βασικές συναρτήσεις ∆υνάµεις

Αυτές είναι οι f(x)= x
p, µε p ∈R. ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις :

(αʹ) p = n, µε ∈N. f(x)= x
n και D(f)=R.

Η f είναι άρτια αν ο n είναι άρτιος και περιττή αν ο n είναι περιττός. Αν n= 1

η συνάρτηση είναι γραµµική.

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

3

0

f(x)= x

−2 −1 1 2

−1

1

2

3

0

f(x)= x
2
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Βασικές συναρτήσεις ∆υνάµεις

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

3

0

f(x)= x
3

−2 −1 1 2

−1

1

2

3

0

f(x)= x
4
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Βασικές συναρτήσεις ∆υνάµεις

(β) p = 1/n, µε n ∈N.

Αν y = g(x)= x
n, τότε η f(x)= x

1/n είναι η αντίστροφη της g(x) εκεί που η

g είναι ένα-προς-ένα και η f(x)= x
1/n ορίζεται. ΄Ετσι η συµπεριφορά της

x
1/n καθορίζεται από αυτή της x

n. Στο Σχήµα δίνονται οι γραφικές

παραστάσεις των συναρτήσεων f(x)=p
x , και f(x)= 4

p
x , µε x ≥ 0, σαν

αντίστροφες, αντίστοιχα, των y = x
2, µε x ≥ 0, και y = x

4, µε x ≥ 0.
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3

0

y = x
2

y = x

f(x)=p
x
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y = x
4

y = x

f(x)= 4
p

x
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Βασικές συναρτήσεις ∆υνάµεις

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

3

0

y = x
3

y = x

f(x)= 3
p

x

Στο Σχήµα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f(x)= 3
p

x σαν

αντίστροφη της y = x
3 µε x ∈R.
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Βασικές συναρτήσεις ∆υνάµεις

(γ) p =−n, µε n ∈N. f(x)= 1/x
n και D(f)=Rà {0}.

Η f είναι άρτια αν ο n είναι άρτιος και περιττή αν ο n είναι περιττός.

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

3

0

f(x)= 1
x
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Βασικές συναρτήσεις ∆υνάµεις

−2 −1 1 2

−1

1
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3

4

0

f(x)= 1

x2
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Βασικές συναρτήσεις ∆υνάµεις

(δ) p =m/n, µε n ∈N και m ∈Z.

Αν f(x)= x
m/n µε n ∈N και m ∈Z έχουµε x

m/n = (x1/n)m, οπότε f = g ◦h,

όπου h(x)= x
1/n και g(x)= x

m. ΄Ετσι

D(f)= (−∞,+∞), αν m > 0 και n περιττός

D(f)= (−∞,0)∪ (0,+∞), αν m < 0 και n περιττός

D(f)= [0,+∞), αν m > 0 και n άρτιος

D(f)= (0,+∞), αν m < 0 και n άρτιος.

(ε) p ∈RàQ.

Εδώ χρειάζεται να ορίσουµε τις µη ϱητές δυνάµεις. Για παράδειγµα τι

σηµαίνει 3

p
2 και για ποιά x έχει έννοια η έκφραση x

p
2;
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Βασικές συναρτήσεις ∆υνάµεις

• Σε σχέση µε το πρώτο ερώτηµα

Ο
p

2 είναι όριο ακολουθίας ϱητών αριθµών, έστω (rn) και ο 3rn ορίζεται για κάθε

n, άρα ϕαίνεται λογικό να ορίσουµε

3

p
2 = lim

n→∞3
rn

αρκεί το όριο στο δεξί µέλος να υπάρχει, αφενός, και αφετέρου να είναι ανε-

ξάρτητο της ακολουθίας (rn) αφού υπάρχουν περισσότερες της µιας ακολουθίες

ϱητών αριθµών οι οποίες συγκλίνουν στο
p

2. Θα δείξουµε ότι αυτό όντως ισχύει.

• Σε σχέση µε το δεύτερο ερώτηµα

Για να έχει έννοια το x

p
2, ϑα πρέπει το x

r να ορίζεται για κάθε ϱητό αριθµό r ,

κατά συνέπεια ϑα πρέπει να είναι x ≥ 0, ϐλέπε (δ).
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Βασικές συναρτήσεις ∆υνάµεις

Θεώρηµα

΄Εστω a > 0 και έστω p ∈R. Αν (pn) είναι µια ακολουθία ϱητών αριθµών και

lim
n→∞pn = p,

τότε η ακολουθία (apn) συγκλίνει και το όριό της είναι ανεξάρτητο της (pn).

Ορισµός

Αν a > 0 και p ∈R ορίζουµε

a
p = lim

n→∞a
pn

όπου (pn) είναι µια ακολουθία ϱητών αριθµών µε pn → p.

΄Ετσι για τη συνάρτηση f(x)= x
p µε p ∉Q έχουµε ότι

D(f)= [0,+∞), αν p > 0

D(f)= (0,+∞), αν p < 0.
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Πολυωνυµικές συναρτήσεις

f(x)= anx
n +an−1x

n−1 +·· ·+a1x +a0, µε an,an−1, . . . ,a1,a0 ∈R. D(f)=R.

Για n = 1 η πολυωνυµική συνάρτηση είναι γραµµική. Οι πραγµατικές ϱίζες του

πολυωνύµου είναι τα σηµεία στα οποία η γραφική παράσταση της f τέµνει τον

x-άξονα.

−1 1 2 3

−1

1

2

3

4

0

f(x)= x
2 −3x +2

−2 −1 1 2

−1

1

2

3

0

f(x)= x
3 − x

Σχήµα: f(x)= x
2 −3x +2= (x −1)(x −2) και f(x)= x

3 − x = x(x +1)(x −1)
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Πολυωνυµικές συναρτήσεις

−2 −1 1 2

−1

1

2

3

0

f(x)= x
4 −2x

2 +1

Σχήµα: f(x)= x
4 −2x

2 +1= (x2 −1)2 = (x +1)2(x −1)2
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Πολυωνυµικές συναρτήσεις

Μετατόπιση

Η γραφική παράσταση της y = x
2 είναι το τυπικό δείγµα του σχήµατος που λέγεται

παραβολή. Για a 6= 0 η y = ax
2 είναι επίσης παραβολή, η οποία εκτείνεται στο

άνω ηµιεπίπεδο αν a > 0 και στο κάτω ηµιεπίπεδο αν a > 0.

• Η y = ax
2+b είναι παραβολή µε γραφική παράσταση ίδια µε αυτήν της y = ax

2

αλλά κατακόρυφα µετατοπισµένη κατά b. (0,0) → (0,b).

• Η y = a(x−c)2+b είναι η παραβολή y = ax
2 µετατοπισµένη κατακόρυφα κατά

b και οριζόντια κατά c. (0,0) → (c,b). Ισοδύναµα η y = a(x −c)2 +b είναι η

παραβολή Y = aX
2 στο ορθογώνιο σύστηµα αξόνων X = c και Y = b. ΄Ετσι η

f(x)= x
2 −4x +3, αφού

y = x
2 −4x +3= x

2 −2 ·2x +4−4+3= (x −2)2 −1

γράφεται

y +1= (x −2)2

είναι δηλαδή η τυπική παραβολή Y = X
2, µε Y = y +1 και X = x −2. ΄Ετσι το (0,0)

στους X ,Y -άξονες είναι το (2,−1) στους x,y-άξονες.
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Πολυωνυµικές συναρτήσεις

Μετατόπιση (συνέχεια) (Y = X
2, µε Y = y +1 και X = x −2 )

(0,0) στους X ,Y -άξονες ↔ (2,−1) στους x,y-άξονες

−1 1 2 3

−1

1

2

3

0

f(x)= x
2 −4x +3= (x −1)(x −3)

f(x)= (x −2)2 −1

y = x
2

Y

X

x

y

Σχήµα: Η παραβολή y = x
2 −4x +3
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Πολυωνυµικές συναρτήσεις

Γενικεύοντας :

Παρατήρηση (γενική)

Αν y = f(x), η πράξη y = f(x −c) αντιστοιχεί στη µεταφορά της γραφικής

παράσταση της f(x) κατά c προς τα δεξιά αν c > 0 ή προς τα αριστερά αν

c < 0. Η πράξη y = f(x)+b αντιστοιχεί στη µεταφορά της γραφικής παράσταση

της f(x) κατά b προς τα πάνω αν b > 0 ή προς τα κάτω αν b < 0. Η δε

y = f(x −c)+b είναι συνδυασµός µεταφοράς κατά µήκος του x-άξονα και του

y-άξονα.

Παράδειγµα

Η γραφική παράσταση της g(x)= x
3 −3x

2 +2x +2 προκύπτει εύκολα από αυτήν

της f(x)= x
3 − x , αφού

g(x)= x
3 −3x

2 +2x +2

= (x −1)3 − (x −1)+2

= f(x −1)+2.
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Πολυωνυµικές συναρτήσεις

Παράδειγµα (συνέχεια) g(x)= f(x −1)+2

−2 −1 1 2

−1

1

2

3

0

f(x)= x
3 − x

g(x)= x
3 −3x

2 +2x +2

f(x −1)

f(x)+2

Σχήµα: g(x)= f(x −1)+2
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Ρητές συναρτήσεις

f(x)= p(x)/q(x) όπου οι p και q είναι πολυώνυµα. D(f)=Rà {x : q(x)= 0}.

Εν γένει οι ϱητές συναρτήσεις έχουν ασύµπτωτες ευθείες.

Παράδειγµα

Ας ϑεωρήσουµε την συνάρτηση

f(x)= x
2

x4 −1
.

D(f)=Rà {±1}. Για x ≈±1, οι αντίστοιχες τιµές |f(x)| αυξάνονται απεριόριστα.

f(x)= x
2 −1+1

(x2 −1)(x2 +1)
= 1

x2 +1
+ 1

x4 −1

έτσι η f(x) προσεγγίζει το µηδέν καθώς το |x| αυξάνει. Η f µηδενίζεται µόνο στο

x = 0 και αφού

x
4 −1= (x −1)(x +1)(x2 +1)

είναι f(x)> 0 αν |x| > 1 και f(x)< 0 αν |x| < 1.
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Ρητές συναρτήσεις

Παράδειγµα (συνέχεια)

−4 −2 2 4

−2

2

4

0

f(x)= x
2

x4 −1
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• Αλγεβρικές συναρτήσεις

Αυτές είναι λύσεις εξισώσεων της µορφής

pn(x)y
n +pn−1(x)y

n−1 +·· ·+p1(x)y +p0(x)= 0,

όπου pn,pn−1, . . . ,p1,p0 είναι πολυώνυµα. Οι ϱητές συναρτήσεις είναι αλγεβρι-

κές αφού είναι λύσεις εξισώσεων της µορφής q(x)y −p(x) = 0 όπου p και q

είναι πολυώνυµα. ΄Ετσι οι

f(x)= x
2 +1

x2 −1
f(x)=

p
x2 +1

1+p
x

f(x)= x +3

√
x2 +2x +2

είναι αλγεβρικές συναρτήσεις. Για παράδειγµα η τελευταία είναι λύση της εξί-

σωσης y
2 −2xy −8x

2 −18x −18= 0. Οι συναρτήσεις

f(x)= x

p
2

f(x)= 3
x

f(x)= x
x

δεν είναι αλγεβρικές συναρτήσεις (γιατί;).
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• Υπερβατικές συναρτήσεις

Αυτές είναι οι συναρτήσεις οι οποίες δεν είναι αλγεβρικές. Υπερβατικές (transcendental)

συναρτήσεις είναι οι τριγωνοµετρικές οι αντίστροφες τριγωνοµετρικές, οι εκ-

ϑετικές f(x) = a
x , όπου a είναι ϑετικός πραγµατικός αριθµός, οι λογάριθµοι

f(x)= log
a

x , όπου a είναι πάλι ϑετικός πραγµατικός αριθµός, οι υπερβολικές και

πολλές άλλες συναρτήσεις, όπως για παράδειγµα οι f(x) = x
p, µε p άρρητο,

f(x)= x
x , f(x)= x

1/x , ή οι ειδικές συναρτήσεις.
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Αν x είναι ένας πραγµατικός αριθµός και αν ξεκινώντας από το σηµείο (1,0)
του τριγωνοµετρικού κύκλου διαγράψουµε τόξο µήκους |x| κατά την ϑετική κα-

τεύθυνση αν x > 0 και κατά την αρνητική αν x < 0 και εάν P είναι το πέ-

ϱας αυτού του τόξου, τότε cosx = ‘‘προβολή του P στον οριζόντιο άξονα’’ και

sinx = ‘‘προβολή του P στον κατακόρυφο άξονα’’. ΄Ετσι για κάθε x ∈R
−1≤ cosx ≤ 1, cos(x +2kπ)= cosx, k ∈Z
−1≤ sinx ≤ 1, sin(x +2kπ)= sinx, k ∈Z.

Ορισµός

Μια συνάρτηση f λέγεται περιοδική αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός L έτσι

ώστε

f(x + L)= f(x) για κάθε x ∈R. (5)

Ο µικρότερος ϑετικός πραγµατικός αριθµός L για τον οποίο ισχύει η (;;) λέγεται

περίοδος της f .

Οι συναρτήσεις cosx και sinx είναι περιοδικές συναρτήσεις µε περίοδο 2π (το

µήκος του µοναδιαίου κύκλου).
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

sin και cos.

−1

1

0

f(x)= cosx

−π π−π/2 π/2 3π/2 2π

−1

1

0

f(x)= sinx

−π π−π/2 π/2 3π/2 2π

Κάθε διάστηµα µήκους 2π περιέχει το πλήρες προφίλ κάθε µιας από τις συναρ-

τήσεις, µια ‘‘θετική και µια αρνητική καµπούρα’’. Η cosx είναι άρτια συνάρτηση

και η sinx είναι περιττή.
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

tan και cot. Για x 6= kπ+π/2 έχουµε ότι tan(x +2π) = tanx , κατά συνέπεια η

συνάρτηση tan είναι περιοδική. Από τις τριγωνοµετρικές ταυτότητες υπολογίζου-

µε

tan(x +π)= sin(x +π)
cos(x +π) =

sinx cosπ+cosx sinπ

cosx cosπ− sinx sinπ
= −sinx

−cosx
= tanx,

κατά συνέπεια η περίοδος δεν είναι 2π, αλλά πιθανόν π. Από την γεωµετρική

υλοποίηση του αριθµού tanx παρατηρούµε ότι η tanx είναι αυστηρά αύξουσα στο

(−π/2,π/2). ΄Ετσι σε διάστηµα µήκους π, η tanx είναι ένα-προς-ένα, εποµένως

η περίοδος της συνάρτησης είναι π. Επίσης

tan(−x)= sin(−x)

cos(−x)
= −sinx

cosx
=−tanx

δηλαδή η tan είναι περιττή συνάρτηση. ΄Οµοια η cotx είναι περιοδική µε περίοδο

π και είναι επίσης περιττή.
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

−3

−2

−1

1
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3

0

f(x)= tanx

−π π−π/2 π/2

Σχήµα: f(x)= tanx
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

−3

−2

−1

1
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3

0

f(x)= cotx

−π π−π/2 π/2

Σχήµα: f(x)= cotx
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

−2

−1

1

2

0
−π π 2π x

y

f(x)= secx

g(x)= cosx

Σχήµα: Η συνάρτηση f(x)= secx
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

−2

−1

1

2

0
−π π 2π x

y

f(x)= cscx

g(x)= sinx

Σχήµα: Η συνάρτηση f(x)= cscx
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Αντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

cos−1. Στο διάστηµα [0,π] η y = cosx είναι ένα-προς-ένα, άρα µπορούµε να

ορίσουµε την αντίστροφή της cos−1 µε πεδίο ορισµού το [−1,1] και πεδίο τιµών

το [0,π] µε τη σχέση

cos−1
x = y ⇔ cosy = x, 0≤ y ≤π. (6)

Την cos−1 συµβολίζουµε και µε arccos και τη διαβάζουµε τόξο συνηµιτόνου. Από

τον ορισµό της αντίστροφης συνάρτησης έπεται ότι

cos−1(cosx)= x, για x ∈ [0,π]

cos(cos−1
x)= x, για x ∈ [−1,1]

Από τη συµµετρία των γραφηµάτων των cos και cos−1 ως προς την ευθεία y = x ,

ϐρίσκουµε τη γραφική παράσταση της cos−1.
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Αντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

−1 10 π

π

y = cosx

y = cos−1
x

y = x

Σχήµα: Η συνάρτηση cos−1
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Αντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

sin−1. Στο διάστηµα [−π/2,π/2] η y = sinx είναι ένα-προς-ένα, άρα και σε αυτή

την περίπτωση µπορούµε να ορίσουµε την την sin−1
µε πεδίο ορισµού το [−1,1]

και πεδίο τιµών το [−π/2,π/2] µε τη σχέση

sin−1
x = y ⇔ siny = x, −π

2
≤ y ≤ π

2
. (7)

Την sin−1
συµβολίζουµε και µε arcsin και τη διαβάζουµε τόξο συνηµιτόνου. Από

τον ορισµό της αντίστροφης συνάρτησης συνάγεται ότι

sin−1(sinx)= x, για x ∈
[
−π

2
,
π

2

]
sin(sin−1

x)= x, για x ∈ [−1,1]

Η γραφική παράσταση της sin−1
προκύπτει σαν συµµετρική του γραφήµατος της

sin ως προς την ευθεία y = x
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Αντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

−1 10 π/2−π/2

π/2

−π/2

y = sinx

y = x

y = sin−1
x

Σχήµα: Η συνάρτηση sin−1
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Αντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

tan−1. Στο διάστηµα (−π/2,π/2) η y = tanx είναι ένα-προς-ένα, άρα και σε

αυτή την περίπτωση µπορούµε να ορίσουµε την την tan−1, ή arctan µε πεδίο

ορισµού το (−∞,∞) και πεδίο τιµών το (−π/2,π/2) µε τη σχέση

tan−1
x = y ⇔ tany = x, −π

2
< y < π

2
. (8)

Από τον ορισµό της αντίστροφης συνάρτησης συνάγεται ότι

tan−1(tanx)= x, για x ∈
(
−π

2
,
π

2

)
tan(tan−1

x)= x, για x ∈ (−∞,∞).

Η γραφική παράσταση της tan−1 προκύπτει σαν συµµετρική του γραφήµατος της

tan ως προς την ευθεία y = x , ϐλέπε Σχήµα. Επειδή η συνάρτηση tan είναι

περιττή, έπεται ότι και η tan−1 είναι περιττή (γιατί;), έτσι

tan−1(−x)=−tan−1
x, x ∈R. (9)
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Αντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

−4 −2 2 4 60

π/2

−π/2

y = x

y = tanx

y = tan−1
x
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Εκθετικές συναρτήσεις

Οι εκθετικές (exponential) συναρτήσεις είναι της µορφής

f(x)= a
x , a > 0 και a 6= 1.

D(f)=R και f(x)> 0 ∀x ∈R.

Πρόταση

Αν a > 0 και b > 0 είναι πραγµατικοί αριθµοί µε a 6= 1, τότε a
b > 1 αν a > 1, και

a
b < 1 αν 0< a < 1.

΄Εστω x1 < x2

f(x2)

f(x1)
= a

x2

ax1

= a
x2−x1

αν a > 1, τότε a
x2−x1 > 1, οπότε η f(x)= a

x είναι γνησίως αύξουσα,

αν 0< a < 1, τότε a
x2−x1 < 1, οπότε η f(x)= a

x είναι γνησίως ϕθίνουσα.
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Εκθετικές συναρτήσεις

Στο Σχήµα ϐλέπουµε τη γραφική παράστάση της a
x για a = 2.

1

0

y = 2x
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Εκθετικές συναρτήσεις

Στο Σχήµα ϐλέπουµε τη γραφική παράστάση της a
x για a = 1/2.

1

0

y = (
1
2

)x
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Εκθετικές συναρτήσεις

1

0

f(x)= e
x

Σχήµα: Η εκθετική συνάρτηση f(x)= expx = e
x
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Εκθετικές συναρτήσεις

1

0

f(x)= e
−x

Σχήµα: Η εκθετική συνάρτηση f(x)= exp(−x)= e
−x
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Λογαριθµικές συναρτήσεις

Η εκθετική συνάρτηση f :R→ (0,+∞) µε f(x)= e
x είναι αυστηρά αύξουσα, άρα

ένα-προς-ένα, κατά συνέπεια υπάρχει η αντίστροφη συνάρτηση f
−1 : (0,+∞)→

R.

Ορισµός

Για x > 0 ορίζουµε τη συνάρτηση λογάριθµο log µε τη σχέση

y = logx ⇔ e
y = x, −∞< y <+∞.

Τη συνάρτηση log τη λέµε και ϕυσικό λογάριθµο και τη συµβολίζουµε και µε lnx .

΄Ετσι log= exp−1. Η f(x)= logx είναι αυστηρά αύξουσα.
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Λογαριθµικές συναρτήσεις

10

f(x)= logx

Σχήµα: Η λογαριθµική συνάρτηση f(x)= logx
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Λογαριθµικές συναρτήσεις

−1 10

f(x)= log |x|

Σχήµα: Η λογαριθµική συνάρτηση f(x)= log |x|
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Λογαριθµικές συναρτήσεις

Γενικότερα για a > 0, a 6= 1 συµβολίζουµε την αντίστροφη της f(x) = a
x , x ∈ R,

µε log
a

x , έτσι ώστε

y = log
a

x ⇔ a
y = x, −∞< y <+∞,

και τη λέµε συνάρτηση λογάριθµο µε βάση a. ΄Ετσι έχουµε

log
a

a
x = x, x ∈R, και a

log
a

x = x, x > 0.

Ιδιότητες λογαρίθµων
1. log

a
1= 0

2. log
a
(xy)= log

a
x + log

a
y

3. log
a

x
r = r log

a
x , r ∈R.

Επιπλέον

log
a

x

y
= log

a
(xy

−1)= log
a

x + log
a
(y−1)= log

a
x − log

a
y .
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Λογαριθµικές συναρτήσεις

Παρατηρούµε ότι

logx = loga
log

a
x = (log

a
x)(loga),

κατά συνέπεια

log
a

x = 1

loga
logx (10)

δηλαδή κάθε λογαριθµική συνάρτηση εκφράζεται σαν πολλαπλάσιο του ϕυσικού

λογαρίθµου. ΄Οµοια

a
x = e

loga
x = e

x loga = (
e

x
)loga

(11)

δηλαδή κάθε εκθετική συνάρτηση εκφράζεται σαν δύναµη της συνάρτησης exp,

ή σαν σύνθεση της εκθετικής συνάρτησης exp µε µια γραµµική συνάρτηση

a
x = exp(la(x)), όπου la(x)= x loga. (12)
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Λογαριθµικές συναρτήσεις

1

1

0

y = a
x

y = loga x

a > 1

Σχήµα: Η λογαριθµική συνάρτηση f(x)= log
a

x µε a > 1
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• Υπερβατικές συναρτήσεις Λογαριθµικές συναρτήσεις

1

1

0

y = a
x

y = loga x

0< a < 1

Σχήµα: Η λογαριθµική συνάρτηση f(x)= log
a

x µε 0< a < 1
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