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Το δεκαδικό ανάπτυγµα πραγµατικού αριθµού

Οι υποδιαιρέσεις ολόκληρων αριθµών (ϕυσικών ή ακεραίων) παρίστανται µε

δεκαδικούς αριθµούς, για παράδειγµα

3

5
= 0.6,

1

4
= 0.25,

27

4
= 6.75.

Παρατηρούµε ότι

3

5
= 6

10
= 0.6,

1

4
= 25

100
= 20

100
+ 5

100
= 2

10
+ 5

102
= 0.2+0.05= 0.25,

και

27

4
= 6+ 3

4
= 6+ 75

100
= 6+ 70

100
+ 5

100
= 6+ 7

10
+ 5

102
= 6+0.7+0.05= 6.75,

δηλαδή οι ϱητοί αυτοί αριθµοί, όπως και άλλοι, µπορούν να γραφούν στη µορφή

r = a0 + a1

10
+ a2

102
+·· ·+ an

10n
, (1)

όπου ο a0 ∈Z, και ak ∈ {0,1,2, . . . ,9} για k = 1,2, . . . ,n. Βέβαια δεν είναι αλήθεια

ότι κάθε ϱητός µπορεί να γραφεί στη µορφή (1).
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Το δεκαδικό ανάπτυγµα πραγµατικού αριθµού

Για παράδειγµα αν υποθέσουµε ότι

1

3
= a0 + a1

10
+ a2

102
+·· ·+ an

10n

για κάποιο ϑετικό ακέραιο n, ϑα είχαµε, αφού a0 = 0 (γιατί;),

1

3
= 10n−1

a1 +10n−2
a2 +·· ·+an

10n
= m

10n
,

για κάποιο ϑετικό ακέραιο m, ισοδύναµα ότι 10n = 3m. Αυτό όµως είναι άτοπο

αφού καµιά δύναµη του 10 δεν µπορεί να είναι πολλαπλάσιο του 3. Πράγµατι

επειδή
1

3
= 0.3333 . . .

µε άπειρο πλήθος δεκαδικών ψηφίων, ο 1/3 ϑα µπορούσε να παρασταθεί σαν

ένα ‘‘άπειρο’’ άθροισµα, σωστότερα σαν άθροισµα άπειρου πλήθους όρων

1

3
= a0 + a1

10
+ a2

102
+·· ·+ an

10n
+·· · .
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Το δεκαδικό ανάπτυγµα πραγµατικού αριθµού

Το ίδιο συµβαίνει και µε τους άρρητους αριθµούς, για παράδειγµα τον

π= 3.141592653589793 . . . , οπότε

π= 3+ 1

10
+ 4

102
+ 1

103
+·· ·+ 6

107
+ 5

108
+·· ·+ 3

1015
+·· · .

Αποδεικνύεται ότι αν ο r είναι ϱητός, τότε είτε το δεκαδικό ανάπτυγµά του είναι

πεπερασµένο, είτε περιέχει ένα επαναλαµβανόµενο τµήµα, για παράδειγµα

1

3
= 0.33333 . . . ,

1

7
= 0.142857142857 . . . ,

και στη περίπτωση αυτή γράφουµε

1

3
= 0.3,

1

7
= 0.142857,

ενώ αν ο r είναι άρρητος τότε το δεκαδικό ανάπτυγµά του περιέχει άπειρο

πλήθος ψηφίων χωρίς να επαναλαµβάνεται κάποιο τµήµα του αναπτύγµατος.
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Το δεκαδικό ανάπτυγµα πραγµατικού αριθµού

Είδαµε ότι ο
p

2= 1.41421356237 . . . είναι το όριο µιας ακολουθίας (sn)
∞
n=1

µε

s1 = 1.4, s2 = 1.41, s3 = 1.414, . . . , s9 = 1.414213562, . . . ,

s1 = 1+ 4

10
, s2 = 1+ 4

10
+ 1

102
, s3 = 1+ 4

10
+ 1

102
+ 4

103
, . . .

s9 = 1+ 4

10
+ 1

102
+ 4

103
+ 2

104
+ 1

105
+ 3

106
+ 5

107
+ 6

108
+ 2

109
=

9∑
k=0

dk

10k

µε d0 = 1, d1 = 4, d2 = 1, . . . , d9 = 2. ΄Ετσι ο n-οστός όρος της ακολουθίας είναι

sn =
n∑

k=0

dk

10k
, dk ∈ {0,1,2, . . . ,9},

και επειδή sn →
p

2, καθώς n→∞, είναι λογικό να γράψουµε

lim
n→∞

n∑
k=0

dk

10k
=p

2=
∞∑

k=0

dk

10k
.

∆ηλαδή το σύµβολο
∑∞

k=0

dk

10k είναι το όριο της ακολουθίας
(∑

n

k=0

dk

10k

)∞
n=1

.
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Σειρές αριθµών

Ορισµός

Εάν (an)
∞
n=1

είναι µια ακολουθία ορίζουµε µια νέα ακολουθία (Sn)
∞
n=1

µε

S1 = a1, S2 = a1 +a2, . . . , Sn = a1 +a2 +·· ·+an =
n∑

k=1

ak , . . .

Την έκφραση
∞∑

n=1

an = a1 +a2 +·· ·+an +·· ·

λέµε σειρά και την σκεφτόµαστε σαν το άθροισµα των άπειρων το πλήθος

όρων της (an)
∞
n=1

. Το an λέµε nnn-οστό όρο της σειράς. Την (Sn)
∞
n=1

την λέµε

ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς µε Sn να είναι το n-οστό

µερικό άθροισµα της σειράς.
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Σειρές αριθµών

Ορισµός

Θα λέµε ότι η σειρά
∞∑

n=1

an = a1 +a2 +·· ·+an +·· ·

συγκλίνει αν και µόνο αν η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων συγκλίνει σε

πραγµατικό αριθµό. Στην περίπτωση αυτή και αν Sn → s ϑα λέµε το s όριο της
σειράς και ϑα γράφουµε

∞∑
k=1

ak = s.

Εάν η σειρά δεν συγκλίνει ϑα λέµε ότι αποκλίνει.

Πρέπει να τονίσουµε τη διττή σηµασία του συµβόλου
∑∞

k=1
ak . Με αυτό

εννοούµε και δηλώνουµε, αφενός, το ‘‘άθροισµα’’ όλων των όρων της (an)
∞
n=1

,

και αφετέρου το όριο της ακολουθίας (Sn)
∞
n=1

των µερικών αθροισµάτων

εφόσον αυτό υπάρχει σαν πραγµατικός αριθµός. Επίσης έχουµε την ισοδυναµία

∞∑
n=1

an = a ⇔ lim
N→∞

N∑
n=1

an = a (2)
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Σειρές αριθµών

Παράδειγµα

Για την ακολουθία των ϕυσικών αριθµών (n)∞
n=1

, έχουµε

Sn =
n∑

k=1

k = 1+2+·· ·+n= n(n+1)

2
.

Επειδή η ακολουθία (Sn)n=1∞ είναι γνησίως αύξουσα και µη ϕραγµένη δεν

συγκλίνει σε πραγµατικό αριθµό έπεται ότι η σειρά
∑∞

n=1
n αποκλίνει.

Παράδειγµα

Η σειρά
∞∑

n=1

1

αποκλίνει, αφού

Sn =
n∑

k=1

1= 1+1+·· ·+1= n→∞

καθώς n→∞.
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Σειρές αριθµών

Η γεωµετρική σειρά

Κάθε σειρά της µορφής
∑∞

k=0
a

k , όπου a είναι ένας πραγµατικός αριθµός,

λέγεται γεωµετρική σειρά. Θυµίζουµε ότι για κάθε πραγµατικό αριθµό a 6= 1 και

για κάθε ϕυσικό αριθµό n είναι

1+a+a
2 +·· ·+a

n = 1−a
n+1

1−a
.

΄Ετσι ορίζοντας

S0 = a
0 = 1, και Sn =

n∑
k=0

a
k = 1+a+a

2 +·· ·+a
n, n ∈N,

έχουµε

Sn = 1−a
n+1

1−a
, n= 0,1,2, . . .
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Σειρές αριθµών

Η γεωµετρική σειρά (συνέχεια)

• Εάν |a| < 1, τότε |a|n → 0, καθώς n→∞, οπότε a
n → 0, καθώς n→∞

(−|a|n ≤ a
n ≤ |a|n), έτσι

lim
n→∞Sn = 1

1−a
. (3)

• Εάν |a| > 1, τότε η (an)∞
n=1

δεν είναι ϕραγµένη κατά συνέπεια δεν συγκλίνει,

οπότε το όριο limn→∞ Sn δεν υπάρχει.

• Εάν a = 1, τότε

Sn =
n∑

k=0

a
k = 1+a+a

2 +·· ·+a
n = n+1,

ενώ αν a =−1, τότε

Sn =
n∑

k=0

(−1)k = 1+ (−1)+ (−1)2 +·· ·+ (−1)n =
{

1 εάν ο n είναι άρτιος

0 εάν ο n είναι περιττός.

Εποµένως για |a| = 1 το όριο limn→∞ Sn δεν υπάρχει.
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Σειρές αριθµών

Η γεωµετρική σειρά (συνέχεια)

Κατά συνέπεια η γεωµετρική σειρά
∑∞

k=0
a

k συγκλίνει αν και µόνο αν |a| < 1, και

στη περίπτωση αυτή, µέσω της (3), είναι

∞∑
k=0

a
k = lim

n→∞Sn = 1

1−a
, |a| < 1. (4)

Το a στη σειρά (4) λέγεται λόγος της σειράς.

Παράδειγµα

Η σειρά
∞∑

k=0

(
1

2

)k

= 1+
(
1

2

)
+

(
1

2

)2

+
(
1

2

)3

+·· ·+
(
1

2

)n

+·· ·

συγκλίνει αφού |1/2| < 1 και

∞∑
k=0

(
1

2

)k

= 1

1−1/2
= 2.
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Σειρές αριθµών

Τηλεσκοπική σειρά

Εξετάζουµε ως προς την σύγκλιση τη σειρά

∞∑
n=1

1

n(n+1)
= 1

1 ·2 + 1

2 ·3 +·· ·+ 1

n · (n+1)
+·· · (5)

Παρατηρούµε ότι για κάθε n είναι

1

n(n+1)
= 1

n
− 1

n+1
,

έτσι για το µερικό άθροισµα έχουµε

Sn = 1

1 ·2 + 1

2 ·3 +·· ·+ 1

n · (n+1)

=
(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+·· ·+

(
1

n
− 1

n+1

)
= 1− 1

n+1
.

Βλέπουµε αµέσως ότι η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων συγκλίνει, κατά

συνέπεια η σειρά συγκλίνει και

∞∑
n=1

1

n(n+1)
= lim

n→∞Sn = lim
n→∞

(
1− 1

n+1

)
= 1.
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Σειρές αριθµών

Τηλεσκοπική σειρά (συνέχεια)

Η σειρά (5) είναι τυπικό παράδειγµα τηλεσκοπικής σειράς.

Ορισµός

Μια σειρά
∞∑

n=1

an

όπου ο n-οστός όρος της µπορεί να γραφεί στη µορφή an = bn −bn+1 λέγεται

τηλεσκοπική σειρά.

Αν η
∑∞

n=1
an είναι τηλεσκοπική και an = bn −bn+1, τότε

Sn =
n∑

k=1

ak = (b1 −b2)+ (b2 −b3)+·· ·+ (bn−1 −bn)+ (bn −bn+1)

= b1 −bn+1

οπότε ∞∑
n=1

an = lim
n→∞

(
b1 −bn+1

)= b1 − lim
n→∞bn+1.
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Σειρές αριθµών

Η αρµονική σειρά

Ας ϑεωρήσουµε την αρµονική σειρά
∞∑

n=1

1

n
= 1+ 1

2
+ 1

3
+·· ·+ 1

n
+·· ·

Παρατηρούµε ότι

S1 = 1

S2 = S1 + 1

2
= 1+ 1

2

S4 = S2 + 1

3
+ 1

4

≥ S2 + 1

4
+ 1

4
= S2 + 1

2
= 1+ 2

2

S8 = S4 + 1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8

≥ S4 + 1

8
+ 1

8
+ 1

8
+ 1

8
= S4 + 1

2
= 1+ 3

2
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Σειρές αριθµών

Η αρµονική σειρά (συνέχεια)

Γενικά

S2n = S2n−1 + 1

2n−1 +1
+ 1

2n−1 +2
+·· ·+ 1

2n

≥ S2n−1 + 1

2n
+ 1

2n
+·· ·+ 1

2n
= S2n−1 + 1

2
= 1+ n

2

για κάθε n ∈N. ΄Ετσι η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων είναι γνησίως

αύξουσα και µή ϕραγµένη αφού για οποιοδήποτε M > 0 υπάρχει N ώστε

S2N = 1+N/2>M. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι η αρµονική σειρά
∑∞

n=1

1

n

αποκλίνει.

Παρατήρηση

Θα δείξουµε αργότερα ότι η p-σειρά

∞∑
n=1

1

np
= 1+ 1

2p
+ 1

3p
+·· ·+ 1

np
+·· ·

συγκλίνει όταν p > 1 και αποκλίνει αν p ≤ 1.
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Σειρές αριθµών

Η εκθετική σειρά

∆είχνουµε ότι
∞∑

n=0

1

n!
= 1+ 1

1!
+ 1

2!
+ 1

3!
+·· ·+ 1

n!
+·· · = e (6)

δεχόµενοι ότι 0!= 1. Θυµίζουµε ότι e είναι το όριο της ακολουθίας

an =
(
1+ 1

n

)n

, n ∈N.

Με χρήση του δυωνυµικού ϑεωρήµατος δείξαµε ότι

an = 1+
n∑

j=1

1

j!

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− j −1

n

)
(7)

≤ 1+
n∑

j=1

1

j!
= 1+ 1

1!
+ 1

2!
+ 1

3!
+·· ·+ 1

n!
(8)

Για k τυχαίο αλλά σταθερό και n ∈N έχουµε

an+k = 1+
n+k∑
j=1

1

j!

(
1− 1

n+ k

)(
1− 2

n+ k

)
· · ·

(
1− j −1

n+ k

)
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Σειρές αριθµών

Η εκθετική σειρά (συνέχεια)

an+k ≥ 1+
k∑

j=1

1

j!

(
1− 1

n+ k

)(
1− 2

n+ k

)
· · ·

(
1− j −1

n+ k

)
,

απ΄ όπου, επειδή e = supan, έπεται ότι

e ≥ 1+
k∑

j=1

1

j!

(
1− 1

n+ k

)(
1− 2

n+ k

)
· · ·

(
1− j −1

n+ k

)
,

για κάθε n ∈N. Παίρνοντας το όριο, καθώς n→∞, στην ακολουθία στο δεξί

µέλος της παραπάνω ανισότητας, το οποίο υπάρχει, έχουµε από την (8)

e ≥ 1+
k∑

j=1

1

j!
= 1+ 1

1!
+ 1

2!
+ 1

3!
+·· ·+ 1

k!
≥ ak .

΄Ετσι αν Sk είναι το µερικό άθροισµα της σειράς έχουµε ak ≤ Sk ≤ e, οπότε από

το κριτήριο της παρεµβολής έπεται ότι Sn → e, καθώς n→∞, γεγονός που

αποδεικνύει την (6). Τη σειρά στην (6) τη λέµε εκθετική σειρά.
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Σειρές αριθµών

Θεώρηµα

Εάν ∞∑
n=1

an = a, και

∞∑
n=1

bn = b

είναι δυο συγκλίνουσες σειρές και λ, µ είναι πραγµατικές σταθερές, τότε

∞∑
n=1

(λan +µbn)=λ
∞∑

n=1

an +µ
∞∑

n=1

bn =λa+µb.

Ορισµός

Εάν
∑∞

n=1
an και

∑∞
n=1

bn είναι δύο σειρές, ορίζουµε το άθροισµα και τη

διαφορά των σειρών, και τον πολλαπλασιασµό της σειράς µε σταθερά µε τις

σχέσεις
∞∑

n=1

(an ±bn)=
∞∑

n=1

an ±
∞∑

n=1

bn,
∞∑

n=1

(λan)=λ
∞∑

n=1

an,

οποτεδήποτε οι εκφράσεις στο δεξιό µέλος κάθε σχέσης έχουν έννοια.
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Σειρές αριθµών

Θεώρηµα

Αν µια σειρά συγκλίνει ο n-οστός όρος της τείνει στο µηδέν καθώς το n τείνει

στο άπειρο.

Παρατήρηση

Ισοδύναµη διατύπωση του ϑεωρήµατος είναι η ακόλουθη : Εάν ο ο n-οστός

όρος µιας σειράς δεν τείνει στο µηδέν καθώς το n τείνει στο άπειρο, τότε η

σειρά αποκλίνει. ΄Ετσι συµπεραίνουµε ότι κάθε µία από τις σειρές

∞∑
n=1

1,
∞∑

n=1

n

n+1
,

∞∑
n=1

cosn,
∞∑

n=1

1

n
p

n
,

αποκλίνει αφού το όριο του n-οστού όρου καθώς το n τείνει στο άπειρο είτε

είναι διάφορο του µηδενός είτε δεν υπάρχει. Σηµειώνουµε επίσης ότι το
αντίστροφο του θεωρήµατος δεν ισχύει, όπως είδαµε µε την αρµονική σειρά,

δηλαδή το γεγονός ότι ο n-οστός όρος τείνει στο µηδέν καθώς το n τείνει στο

άπειρο δεν εξασφαλίζει ότι η σειρά συγκλίνει.
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Σειρές αριθµών

Θεώρηµα

΄Εστω
∑∞

n=1
an = a µια συγκλίνουσα σειρά. Τότε για κάθε ε> 0 υπάρχει N ώστε∣∣∣∣ ∞∑

n=N

an

∣∣∣∣< ε.

Παρατήρηση

Συνέπεια του ϑεωρήµατος αυτού είναι ότι αν η σειρά
∑∞

n=1
an συγκλίνει, τότε για

κάθε αυθαίρετα µικρό ε> 0, υπάρχει N ∈N ώστε

|an| < ε, ∀n≥N,

κατά συνέπεια

lim
n→∞an = 0.
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Απόλυτη σύγκλιση

Θεώρηµα

΄Εστω an ≥ 0 για όλα τα n, τότε η σειρά
∑∞

n=1
an συγκλίνει, αν και µόνο αν η

ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς είναι ϕραγµένη.

Ορισµός

Θα λέµε ότι η σειρά
∑∞

n=1
an συγκλίνει απολύτως εάν η

∑∞
n=1

|an| συγκλίνει.

Θεώρηµα (Κριτήριο απόλυτης σύγκλισης)

Εάν µια σειρά συγκλίνει απολύτως, τότε συγκλίνει.

Θεώρηµα

Αν η σειρά
∑∞

n=1
an συγκλίνει απολύτως και (bn)

∞
n=1

είναι µια αναδιάταξη της

(an)
∞
n=1

, δηλαδή bn = aσ(n), όπου σ :N→N µια ένα προς ένα και επί

συνάρτηση, τότε η
∑∞

n=1
bn συγκλίνει απολύτως και

∞∑
n=1

an =
∞∑

n=1

bn.
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Σειρές µε µη αρνητικούς όρους

Θεώρηµα (Βασικό κριτήριο σύγκρισης)

Θεωρούµε τις σειρές
∑∞

n=1
an και

∑∞
n=1

bn µε 0≤ an ≤ bn, για κάθε n ∈N. Εάν

η
∑∞

n=1
bn συγκλίνει, τότε και η

∑∞
n=1

an συγκλίνει.

Κάθε x ∈R γράφεται σαν x = a0.a1a2a3 . . . µε a0 ∈Z και an ∈ {0,1,2, . . . ,9} για

κάθε n ∈N, ή

x = a0 + a1

101
+ a2

102
+·· ·+ an

10n
+·· · (9)

Ας ϑεωρήσουµε λοιπόν µια σειρά

∞∑
n=1

an

10n
, an ∈ {0,1,2, . . . ,9}.

Επειδή 0≤ an ≤ 9 έχουµε

0≤
∞∑

n=1

an

10n
≤

∞∑
n=1

9

10n
= 9

∞∑
n=1

1

10n
= 9

(
1

1−1/10
−1

)
= 1,

από το άθροισµα γεωµετρικής σειράς. Κατά συνέπεια η σειρά (9) όντως

συγκλίνει και παριστάνει τον πραγµατικό αριθµό x .
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Σειρές µε µη αρνητικούς όρους

Θεώρηµα (Κριτήριο συµπύκνωσης)

΄Εστω a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ ·· · ≥ 0. Η σειρά
∑∞

n=1
an συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά

∞∑
n=1

2
n
a2n = 2a2 +4a4 +8a8 +·· ·+2

n
a2n +·· ·

συγκλίνει.

Παράδειγµα (ppp-σειρά)

Η p-σειρά µε p > 0,

∞∑
n=1

1

np
= 1+ 1

2p
+ 1

3p
+·· ·+ 1

np
+·· ·

συγκλίνει αν p > 1 και αποκλίνει αν p ≤ 1. Η περίπτωση p = 1 είναι η αρµονική

σειρά η οποία δείξαµε ότι αποκλίνει.
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Σειρές µε µη αρνητικούς όρους

Παράδειγµα p-σειρά (συνέχεια)

Θεωρούµε τη σειρά

∞∑
n=1

2
n

1

(2n)p
=

∞∑
n=1

1

2n(p−1)
=

∞∑
n=1

(
1

2p−1

)n

η οποία είναι γεωµετρική µε λόγο 1/2p−1. Κατά συνέπεια συγκλίνει αν p−1> 0,

ισοδύναµα αν p > 1 και αποκλίνει αν p−1≤ 0, ισοδύναµα αν p ≤ 1. ΄Ετσι από το

κριτήριο συµπύκνωσης έπεται ότι η p-σειρά συγκλίνει αν p > 1 και αποκλίνει αν

p ≤ 1.

Σηµειώνουµε ότι για p ≤ 0 η παραπάνω σειρά αποκλίνει αφού για p = 0 ο

n-οστός όρος της σειράς είναι ίσος µε 1, ενώ για p < 0 ο n-οστός όρος της

σειράς n
−p = n

|p| τείνει στο άπειρο καθώς n→∞.
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Το κριτήριο του λόγου και το κριτήριο της ϱίζας

Θεώρηµα (Κριτήριο του λόγου)

Θεωρούµε τη σειρά
∑∞

n=1
an µε an 6= 0, και έστω

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣= L.

(1) Αν L < 1 η σειρά συγκλίνει απολύτως.

(2) Αν L > 1 η σειρά αποκλίνει.

(3) Αν L = 1 το κριτήριο δεν παρέχει κάποια πληροφορία για τη σύγκλιση της

σειράς.

Πόρισµα

Αν για την ακολουθία (an)
∞
n=1

ισχύει

lim
n→∞

|an+1|
|an|

< 1,

τότε an → 0.
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Το κριτήριο του λόγου και το κριτήριο της ϱίζας

Θεώρηµα (Κριτήριο της ρίζας)

Θεωρούµε τη σειρά
∑∞

n=1
an και έστω

lim
n→∞

n
√

|an| = L.

Τότε

(1) Αν L < 1 η σειρά συγκλίνει απολύτως.

(2) Αν L > 1 η σειρά αποκλίνει.

(3) Αν L = 1 το κριτήριο δεν παρέχει κάποια πληροφορία για τη σύγκλιση της

σειράς.

Πόρισµα

Αν για την ακολουθία (an)
∞
n=1

ισχύει

lim
n→∞

n
√

|an| < 1,

τότε an → 0.
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Εναλλασσόµενες σειρές και σύγκλιση υπό συνθήκη

Στη συνέχεια ϑεωρούµε σειρές οι όροι των οποίων είναι εναλλάξ ϑετικοί και

αρνητικοί αριθµοί. Για παράδειγµα

1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+·· ·+ (−1)n+1 1

n
+·· · =

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n

−1+ 1

2
− 1

4
+ 1

8
−·· ·+ (−1)n

1

2n
+·· · ==−

∞∑
n=1

(
−1

2

)n−1

=−
∞∑

n=1

(−1)n−1 1

2n

Η πρώτη σειρά δεν συγκλίνει απολύτως, αφού η σειρά των απολύτων τιµών είναι

η αρµονική σειρά, αλλά δεν γνωρίζουµε αν συγκλίνει. Η δεύτερη σειρά

συγκλίνει σαν γεωµετρική σειρά µε λόγο r =−1/2, και συγκλίνει και απολύτως.

Ορισµός

Μια σειρά που γράφεται στη µορφή

∞∑
n=1

(−1)n−1
an, µε an ≥ 0

λέγεται εναλλασσόµενη σειρά.
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Εναλλασσόµενες σειρές και σύγκλιση υπό συνθήκη

Θεώρηµα (Κριτήριο εναλλασσόµενης σειράς)

΄Εστω ότι

(1) a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ ·· · ≥ 0

(2) lim
n→∞an = 0

τότε η σειρά
∑∞

n=1
(−1)n−1

an συγκλίνει.

Παράδειγµα

Η εναλλασσόµενη αρµονική σειρά

∞∑
n=1

(−1)n−1 1

n
= 1− 1

2
+ 1

3
− 1

4
+·· ·+ (−1)n+1 1

n
+·· ·

συγκλίνει. Πράγµατι για τη σειρά αυτή έχουµε an = 1/n, εποµένως

1≥ 1

2
≥ 1

3
≥ ·· · ≥ 1

n
≥ ·· ·→ 0.

΄Ετσι από το κριτήριο εναλλασσόµενης σειράς έπεται ότι η σειρά συγκλίνει.
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Εναλλασσόµενες σειρές και σύγκλιση υπό συνθήκη

Αν ∞∑
n=1

an = s

το µερικό άθροισµα Sn της σειράς είναι µια προσέγγιση του s, αφού Sn → s. Η

διαφορά

s−Sn =
∞∑

k=n+1

ak

εκφράζει το σφάλµα της προσέγγισης του s µε το Sn. Το σφάλµα s−Sn λέγεται

και σφάλµα αποκοπής.

Θεώρηµα (Εκτίµηση του σφάλµατος αποκοπής εναλλασσόµενης σειράς)

΄Εστω ότι για την εναλλασσσόµενη σειρά
∑∞

n=1
(−1)n−1

an ισχύει ότι

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ ·· · ≥ 0 και lim
n→∞an = 0

και έστω s =∑∞
n=1

(−1)n−1
an. Αν Sn είναι το µερικό άθροισµα της σειράς, τότε

|s−Sn| ≤ an+1.
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Εναλλασσόµενες σειρές και σύγκλιση υπό συνθήκη

Παράδειγµα

Η σειρά
∞∑

n=1

(−1)n+1

2n−1

συγκλίνει (γιατί;).

(αʹ) Να εκτιµηθεί το µέγιστο σφάλµα όταν το άθροισµα της σειράς

προσεγγίζεται από το άθροισµα των 8 όρων της σειράς.

(βʹ) Πόσοι όροι απαιτούνται να αθροιστούν ώστε το σφάλµα να µην υπερβαίνει

το 0.001;

(α΄) Αν s είναι το όριο της σειράς τότε µια εκτίµηση του σφάλµατος είναι

|s−S8| ≤ 1

2 ·9−1
= 1

17

κατά συνέπεια το σφάλµα δεν υπερβαίνει το 1/17.

(ϐ΄) Αν ορίσουµε το σφάλµα En := s−Sn, ϑέλουµε |En| ≤ an+1, ισοδύναµα

|En| ≤ 1

2(n+1)−1
≤ 0.001⇔ 1000+1≤ 2(n+1)⇔ 499.5≤ n
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Εναλλασσόµενες σειρές και σύγκλιση υπό συνθήκη

(συνέχεια) κατά συνέπεια απαιτούνται τουλάχιστον 500 όροι ώστε το σφάλµα να

µην υπερβαίνει το 0.001.

Η εναλλασσόµενη αρµονική σειρά είναι τυπικό παράδειγµα σειράς η οποία

συγκλίνει µεν αλλά δεν συγκλίνει απολύτως.

Ορισµός

Εάν η σειρά
∑∞

n=1
an συγκλίνει αλλά δεν συγκλίνει απολύτως, δηλαδή η∑∞

n=1
|an| αποκλίνει, ϑα λέµε ότι η σειρά συγκλίνει υπό συνθήκη.

Παράδειγµα

Η σειρά
∞∑

n=1

(−1)n

p
n

συγκλίνει υπό συνθήκη, αφού

1≥ 1p
2
≥ 1p

3
≥ ·· · ≥ 1p

n
≥ ·· ·→ 0,

ενώ η σειρά των απολύτων τιµών είναι p-σειρά µε p = 1/2, άρα αποκλίνει.
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Μια ειδική µορφή σειρών

• Είδαµε ότι αν −1< x < 1 τότε

∞∑
n=0

x
n = 1+ x + x

2 +·· ·+ x
n +·· · = 1

1− x

κατά συνέπεια η γεωµετρική σειρά ορίζει, εκεί που συγκλίνει, δηλαδή στο

διάστηµα (−1,1) την συνάρτηση f(x)= 1/(1− x).

• Στη συνέχεια ας ϑεωρήσουµε τη σειρά

1+ x

1!
+ x

2

2!
+·· ·+ x

n

n!
+·· ·

και ας εξετάσουµε, όπως στην περίπτωση της γεωµετρικής σειράς, για ποιές

τιµές του x η σειρά συγκλίνει. Παρατηρούµε ότι αν x = 0 η σειρά συγκλίνει στο

1, ενώ για x = 1 συγκλίνει στο e. Για x 6= 0 χρησιµοποιώντας το κριτήριο του

λόγου παίρνουµε

|xn+1|
(n+1)!

|xn|
n!

= |x|n!
(n+1)!

= |x|
n+1

→ 0

καθώς n→∞, για κάθε x ∈R.
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Μια ειδική µορφή σειρών

Επειδή το όριο του σχετικού λόγου είναι µικρότερο του 1 η σειρά συγκλίνει

ανεξάρτητα από το ποιό είναι το x , δηλαδή η σειρά συγκλίνει για όλα τα x ∈R.

΄Ετσι, αφού για x ∈R το όριο ή άθροισµα της σειράς προφανώς εξαρτάται από

το x , έχουµε ότι η σειρά ορίζει µια συνάρτηση. Ορίζουµε λοιπόν τη συνάρτηση

expx µε τη σχέση

expx :=
∞∑

n=0

x
n

n!
= 1+ x

1!
+ x

2

2!
+·· ·+ x

n

n!
+·· · , −∞< x <+∞. (10)

Παρατηρούµε ότι exp0= 1, και exp1= e. Θα αποδείξουµε σε επόµενο

κεφάλαιο ότι expx = e
x .

Η γεωµετική σειρά όπως και η σειρά (10) είναι τυπικά παραδείγµατα σειρών των

οποίων οι όροι περιέχουν δυνάµεις του x . Οι σειρές αυτές λέγονται

δυναµοσειρές και ϑα τις µελετήσουµε στο σχετικό κεφάλαιο.
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