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Οι ϕυσικοί αριθµοί

Το σύνολο των ϕυσικών αριθµώνN ορίζεται µοναδικά από τα αξιώµατα του Peano

(1858–1932).

Αξίωµα 1 Ο 1 είναι ϕυσικός αριθµός.

Αξίωµα 2 Για κάθε ϕυσικό αριθµό n υπάρχει µοναδικός επόµενος ϕυσικός

αριθµός n
+.

Αξίωµα 3 ∆εν υπάρχει ϕυσικός αριθµός n µε n
+ = 1.

Αξίωµα 4 Εάν m και n είναι ϕυσικοί αριθµοί µε m
+ = n

+, τότε m = n.

Αξίωµα 5 Εάν A είναι ένα σύνολο ϕυσικών αριθµών µε τις ιδιότητες : (i)

1 ∈A και (ii) για κάθε n ∈A, ο n
+ ∈A, τότε A=N.

Ορίζουµε 1+ = 2, 2+ = 3, 3+ = 4, και τα λοιπά, οπότε N= {1,2,3, . . . ,n, . . . }.

Θεώρηµα (Αρχή της Μαθηµατικής Επαγωγής)

΄Εστω p(n) να είναι µία πρόταση που διατυπώνεται για τον τυχαίο ϕυσικό αριθµό

n, και είναι τέτοια ώστε :

(1) Η p(1) είναι αληθής

(2) Για κάθε ϕυσικό αριθµό k όταν η p(k) είναι αληθής, τότε και η p(k+) είναι

αληθής.

Τότε η πρόταση p(n) είναι αληθής για κάθε n ∈N.
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Μαθηµατική Επαγωγή

Για την απόδειξη του ισχυρισµού ότι η p(n) είναι αληθής για κάθε n ∈N ακολου-

ϑούµε τα ϐήµατα :

(Β1) Αποδεικνύουµε ότι η p(1) είναι αληθής.

(Β2) Υποθέτουµε ότι η p(k) είναι αληθής και δείχνουµε ότι η p(k +1) είναι

αληθής.

Παράδειγµα

Να δειχθεί ότι το άθροισµα των n πρώτων ϕυσικών αριθµών 1,2, . . . ,n ισούται µε

n(n+1)/2, δηλαδή

1+2+3+·· ·+n= n(n+1)

2
. (1)

(Β1) Για n= 1 η (1) γίνεται

1= 1(1+1)

2

που ισχύει. ΄Αρα η (1) είναι αληθής για n= 1.

(Β2) Υποθέτουµε ότι για κάποιο ϕυσικό k είναι

1+2+3+·· ·+ k = k(k +1)

2
, (2)
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Μαθηµατική Επαγωγή

και αποδεικνύουµε ότι

1+2+3+·· ·+ (k +1)= (k +1)(k +2)

2
. (3)

΄Εχουµε

1+2+3+·· ·+ (k +1)= 1+2+3+·· ·+ k + (k +1)

= k(k +1)

2
+ (k +1) (από την υπόθεση (2))

= k(k +1)+2(k +1)

2

= (k +1)(k +2)

2

που είναι η (3).

Συµπέρασµα: Σύµφωνα λοιπόν µε την αρχή της µαθηµατικής επαγωγής η

(1) είναι αληθής για κάθε n ∈N.
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Μαθηµατική Επαγωγή

Εάν A είναι ένα σύνολο που περιέχει ένα πεπερασµένο αριθµό στοιχείων µε |A|
συµβολίζουµε το πλήθος των στοιχείων του. Εάν |A| = n µπορούµε να γράφουµε

A = {a1,a2, . . . ,an}. Παρατηρούµε ότι εάν A και B είναι πεπερασµένα σύνολα

τότε |A∪B| ≤ |A|+ |B|, συγκεκριµµένα |A∪B| = |A|+ |B|− |A∩B|.
Παράδειγµα

΄Εστω ότι A είναι ένα πεπερασµένο σύνολο και έστω P (A) το δυναµοσύνολο

του A. Εάν |A| = n, τότε |P (A)| = 2n, όπου n ∈N.

(Β1) Αποδεικνύουµε τον ισχυρισµό για n= 1. ΄Εστω A ένα σύνολο µε ένα

στοιχείο, δηλαδή έστω A=A1 = {a1}. Τότε P (A)= {∅,A}, οπότε

|P (A)| = 2= 2
1.

(Β2) ∆εχόµαστε ότι ο ισχυρισµός είναι σωστός για n= k , υποθέτουµε δηλαδή

ότι εάν |A| = k τότε |P (A)| = 2k . Με αυτή την υπόθεση αποδεικνύουµε ότι

ο ισχυρισµός είναι σωστός για n= k +1, δηλαδή εάν A είναι ένα σύνολο

µε k +1 στοιχεία τότε |P (A)| = 2k+1. ΄Εστω λοιπόν ότι

A=Ak+1 = {a1,a2, . . . ,ak+1}
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Μαθηµατική Επαγωγή

Τότε όµως

A=Ak ∪ {ak+1}, όπου Ak = {a1,a2, . . . ,ak }.

΄Ετσι ϑα έχουµε

P (A)=P (Ak)∪ {B∪ {ak+1} : B ∈P (Ak)}

(γιατί;). Αρα

|P (A)| = |P (Ak)|+ |P (Ak)| = 2
k +2

k = 2
k+1,

που είναι αυτό που ϑέλαµε να δείξουµε.

΄Ετσι ο ισχυρισµός είναι σωστός για κάθε n ∈N.

Παρατηρούµε εδώ ότι εάν A=∅, τότε |A| = 0, και P (A)= {∅}, οπότε |P (A)| =
1 = 20, δηλαδή η πρόταση : Εάν |A| = n, τότε P (A)| = 2n είναι αληθής για

n= 0,1,2, . . . . Αρκετές ϕορές γράφουµε

N0 = {0,1,2, . . . ,n, . . . }. (4)

Φυσικοί και Μιγαδικοί αριθµοί Οκτώβριος 2019 6 / 21

Β
Σ
/Τ
Μ
Η
Υ
Π



Μαθηµατική Επαγωγή

Παράδειγµα (Η ανισότητα του Bernoulli)

Εάν a ≥−1, να αποδειχθεί ότι για κάθε ϕυσικό αριθµό n ισχύει

(1+a)n ≥ 1+na. (5)

Παρατηρούµε ότι για a =−1 η ανισότητα ισχύει τετριµµένα αφού 0≥ 1−n.

(Β1) Αποδεικνύουµε ότι η ανισότητα ισχύει για n= 1. Πραγµατικά

(1+a)1 = 1+a,

άρα η (5) ιχύει σαν ισότητα.

(Β2) Στη συνέχεια υποθέτουµε ότι η (5) ισχύει για n= k , δηλαδή

(1+a)k ≥ 1+ ka

και αποδεικνύουµε ότι ισχύει και για n= k +1, δηλαδή

(1+a)k+1 ≥ 1+ (k +1)a.
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Μαθηµατική Επαγωγή

Θα έχουµε

(1+a)k+1 = (1+a)(1+a)k

≥ (1+a)(1+ ka) (από την υπόθεση, αφού 1+a ≥ 0)

= 1+ ka+a+ ka
2

= 1+ (k +1)a+ ka
2

≥ 1+ (k +1)a (ka
2 ≥ 0)

που είναι η ανισότητα που ϑέλουµε.

΄Αρα η (5) ισχύει για κάθε n ∈N.
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Το δυωνυµικό Θεώρηµα

Ορισµός

Εάν n ∈N, ορίζουµε τον αριθµό nnn παραγοντικό, n! µε τη σχέση

n!= 1 ·2 ·3 · · ·n.

΄Ετσι 1!= 1, 2!= 1 ·2= 2, 3!= 1 ·2 ·3= 6, κοκ. Ορίζουµε επίσης 0!= 1. Για κάθε

n= 0,1,2,3, . . . και k = 0,1,2, . . . ,n ορίζουµε τον δυωνυµικό συντελεστή n ανά k

µε τη σχέση (
n

k

)
= n!

k!(n− k)!
.

Ιδιότητες των δυωνυµικών συντελεστών
Εάν n= 0,1,2, . . . και k = 0,1,2, . . . ,n, τότε ισχύουν οι ταυτότητες

1

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
, 2

(
n

k

)
+

(
n

k −1

)
=

(
n+1

k

)
.

Φυσικοί και Μιγαδικοί αριθµοί Οκτώβριος 2019 9 / 21

Β
Σ
/Τ
Μ
Η
Υ
Π



Το δυωνυµικό Θεώρηµα

Θεώρηµα (Το ∆υωνυµικό Θεώρηµα)

Εάν a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε

(a+b)n =
(
n

0

)
a

n +
(
n

1

)
a

n−1
b+

(
n

2

)
a

n−2
b

2 +·· ·+
(

n

n−1

)
ab

n−1 +
(
n

n

)
b

n
(6)

για κάθε ϕυσικό αριθµό n.

Πόρισµα

Εάν n είναι ϕυσικός αριθµός, τότε(
n

0

)
+

(
n

1

)
+·· ·+

(
n

n

)
= 2

n. (7)
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Η εξίσωση

x
2 +1= 0

δεν έχει λύση στους πραγµατικούς αριθµούς αφού για κάθε πραγµατικό αριθµό x

είναι x
2 ≥ 0. ∆ιατυπώνεται λοιπόν το ερώτηµα κατά πόσον υπάρχει ένα σύστηµα

αριθµών που κατά κάποια έννοια επεκτείνει τους πραγµατικούς αριθµούς και

είναι τέτοιο ώστε η εξίσωση x
2+1= 0 να έχει λύση. Αποδεικνύεται ότι ένα τέτοιο

σύστηµα υπάρχει και αυτό είναι το σώµα των µιγαδικών αριθµών. Σε αυτό το

σύστηµα οι λύσεις της x
2 +1= 0 δεν ϑα µπορούσαν να είναι άλλες από τις

x =p−1, και x =−p−1.

Στη συνέχεια µε R συµβολίζουµε το σύνολο των πραγµατικών αριθµών, µε N το

σύνολο των ϕυσικών, µε Z το σύνολο των ακεραίων και µε Q το σύνολο τν ϱητών

αριθµών.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

Στο σύνολο R×R, όπου

(x1,y1)= (x2,y2) ⇔ x1 = x2 και y1 = y2,

µε τη γνωστή πρόσθεση

(x1,y1)+ (x2,y2)= (x1 + x2,y1 +y2) (8)

ορίζουµε την πράξη του πολαπλασιασµού µε τη σχέση

(x1,y1)(x2,y2)= (x1x2 −y1y2,x1y2 + x2y1). (9)

Παρατηρούµε ότι για (x,y) ∈R2

(x,y)+ (0,0)= (x,y) (10)

(x,y)+ (−x,−y)= (0,0) (11)

(x,y)(1,0)= (x,y), (12)
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

δηλαδή το (0,0) είναι το ουδέτερο στοιχείο της πρόσθεσης, δηλαδή το µηδέν,

το (−x,−y) είναι το αντίθετο του (x,y), ενώ το (1,0) είναι ουδέτερο στοιχείο

του πολλαπλασιασµού, η µονάδα. Εξετάζοντας εάν υπάρχει το αντίστροφο του

(x,y), δηλαδή εκείνο το (x ′,y ′) για το οποίο

(x,y)(x ′,y ′)= (1,0)

και παρατηρώντας ότι

(0,0)(x ′,y ′)= (0,0) (13)

υποθέτουµε ότι (x,y) 6= (0,0). Εάν (a,b) είναι το αντίστροφο στοιχείο του (x,y),

εάν αυτό υπάρχει, τότε ϑα πρέπει

(x,y)(a,b)= (xa−yb,xb+ya)= (1,0).

Λύνοντας αυτό το σύστηµα xa−yb = 1 και xb+ya = 0 ϐρίσκουµε

a = x

x2 +y2
, b = −y

x2 +y2
.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Οι αριθµοί a και b υπάρχουν, καθόσον x
2 + y

2 > 0 οποτεδήποτε (x,y) 6= (0,0),

εποµένως το αντίστροφο του (x,y) το οποίο συµβολίζουµε µε (x,y)−1 είναι το

(x,y)−1 =
(

x

x2 +y2
,

−y

x2 +y2

)
. (14)

Το σύνολο των σηµείων z = (x,y) ∈R×R εφοδιασµένο µε τις πράξεις (8) και (9)

συµβολίζουµε µε C και τα στοιχεία του καλούµε µιγαδικούς αριθµούς (complex

numbers).
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι το C είναι σώµα, ικανοποιούνται δηλαδή οι νόµοι

Μ1. z1 + z2 = z2 + z1, για κάθε z1,z2 στο C.

Μ2. (z1 + z2)+ z3 = z1 + (z2 + z3), για κάθε z1,z2,z3 στο C.

Μ3. Υπάρχει ο µοναδικός µιγαδικός αριθµός 000= (0,0), έτσι ώστε z +000= z, για

κάθε z ∈C.

Μ4. Για κάθε z ∈C υπάρχει µοναδικός µιγαδικός αριθµός −z, έτσι ώστε

z + (−z)=000.

Μ5. z1z2 = z2z1, για κάθε z1,z2 στο C.

Μ6. (z1z2)z3 = z1(z2z3), για κάθε z1,z2,z3 στο C.

Μ7. Υπάρχει ο µοναδικός µιγαδικός αριθµός 111= (1,0), έτσι ώστε z ·111= z, για

κάθε z ∈C.

Μ8. Για κάθε z ∈C µε z 6= 0 υπάρχει µοναδικός µιγαδικός αριθµός z
−1 έτσι

ώστε z · z−1 =111.

Μ9. z1(z2 + z3)= z1z2 + z1z3, για κάθε z1,z2,z3 στο C.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Απόρροια των πράξεων (8) και (9) είναι ότι

(x,y)= (x,0)+ (0,y)

(0,1)(y ,0)= (0,y)

έτσι κάθε µιγαδικός αριθµός µπορεί να γραφεί στη µορφή

(x,y)= (x,0)+ (0,1)(y ,0). (15)

Εάν x είναι ένας πραγµατικός αριθµός, σηµείο της ευθείας, µπορεί να ταυτοποι-

ηθεί µε το (x,0), σηµείο του επιπέδου. Επιπλέον παρατηρούµε ότι

(x1,0)+ (x2,0)= (x1 + x2,0), (x1,0)(x2,0)= (x1x2,0),

δηλαδή το σώµα των µιγαδικών αριθµών επεκτείνει κατά ϕυσιολογικό τρόπο το

σώµα των πραγµατικών αριθµών, και υπό το πρίσµα της ταυτοποίησης x ≡ (x,0)
µπορούµε να ϑεωρούµε ότι R ⊂ C. Στη συνέχεια ϑα γράφουµε 0 αντί για 000 και

1 αντί για 111. Θέτοντας i = (0,1) σύµφωνα µε την παραπάνω ταυτοποίηση η (15)

γράφεται

(x,y)= x + iy . (16)
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Ο µιγαδικός αριθµός i λέγεται ϕανταστική µονάδα (imaginary unit) για λόγους

που ϑα γίνουν κατανοητοί παρακάτω. Εάν z = (x,y) είναι ένας µιγαδικός αριθµός

από εδώ και στο εξής ϑα γράφουµε z = x + iy . Εάν z1 = x1 + iy1 και z2 = x2 + iy2

είναι µιγαδικοί αριθµοί τότε το άθροισµα z1+z2 και το γινόµενο z1z2 δίνονται, µέσω

των (8) και (9), από τις σχέσεις

z1 + z2 = (x1 + iy1)+ (x2 + iy2)= (x1 + x2)+ i(y1 +y2) (17)

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2)= (x1x2 −y1y2)+ i(x1y2 + x2y1). (18)

΄Οπως και στους πραγµατικούς αριθµούς, επαγωγικά ορίζουµε z
n+1 = z

n
z, για

κάθε ϕυσικό αριθµό n. Παρατηρούµε ότι

i
2 = (0,1)(0,1)= (−1,0)=−1,

σύµφωνα µε την ταυτοποίηση, γεγονός που δικαιολογεί την ονοµασία ϕανταστική

µονάδα. Επειδή −i = (0,−1) ϑα είναι

(−i)2 = (0,−1)(0,−1)= (−1,0)=−1.

Βλέπουµε λοιπόν ότι i
2 +1= 0 και (−i)2 +1= 0.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Παρατήρηση

Ας ϑεωρήσουµε τον µιγαδικό αριθµό z = x + iy . Από τον αντιµεταθετικό νόµο

(νόµος Μ5) έχουµε iy = yi οπότε ο µπορούµε να γράφουµε

z = x + iy , ή z = x +yi.

Επίσης από την µοναδικότητα του αντίθετου µιγαδικού αριθµού έπεται ότι

i(−y)= (−1)iy =−iy .

΄Ετσι από τις (16), (11) και (14) έπεται ότι οι −z και z
−1, εφόσον z 6= 0, δίνονται

αντίστοιχα από τις σχέσεις

−z =−x + i(−y)=−x − iy (19)

z
−1 = x

x2 +y2
+ i

−y

x2 +y2
= x

x2 +y2
− i

y

x2 +y2
(20)
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Παρατήρηση

΄Εστω z1 = x1 + iy1 και z2 = x2 + iy2, τότε κάνοντας χρήση του νόµου Μ9

(επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση)

υπολογίζουµε

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2)

= x1(x2 + iy2)+ iy1(x2 + iy2) (νόµος Μ9)

= x1x2 + x1iy2 + iy1x2 + iy1iy2 (νόµος Μ9)

= x1x2 + ix1y2 + iy1x2 + i
2
y1y2 (νόµος Μ5)

= x1x2 + ix1y2 + iy1x2 −y1y2 (i2 =−1)

= (x1x2 −y1y2)+ i(x1y2 + x2y1) (νόµος Μ9)

που είναι η (18). Ο πολλαπλασιασµός δηλαδή, µιγαδικών αριθµών µπορεί να

εκτελεσθεί µε χρήση της οικείας, από τους πραγµατικούς αριθµούς,

επιµεριστικής ιδιότητας.
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Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

Παρατήρηση

Εάν z1 = x1 + iy1 και z2 = x2 + iy2, είναι µιγαδικοί αριθµοί, όπως στους

πραγµατικούς αριθµούς, η αφαίρεση και το πηλίκο ορίζονται, αντίστοιχα, µε τις

σχέσεις

z1 − z2 = z1 + (−z2)= (x1 + iy1)+ (−x2 + i(−y2))= (x1 − x2)+ i(y1 −y2) (21)

z1

z2

= z1z
−1
2 = (x1 + iy1)

(
x2

x
2
2
+y

2
2

+ i
−y2

x
2
2
+y

2
2

)
= x1x2 +y1y2

x
2
2
+y

2
2

+ i
−x1y2 + x2y1

x
2
2
+y

2
2

. (22)

Παρατηρούµε ότι για z1 = 1= 1+ i0 και z2 = z = x + iy από την τελευταία σχέση

έπεται
1

z
= x

x2 +y2
+ i

−y

x2 +y2
= z

−1. (23)

Επακόλουθο της τελευταίας αυτής σχέσης είναι η

z1

z2

= z1

1

z2

. (24)

Φυσικοί και Μιγαδικοί αριθµοί Οκτώβριος 2019 20 / 21

Β
Σ
/Τ
Μ
Η
Υ
Π



Το σώµα των µιγαδικών αριθµών

• ΄Εστω ο µιγαδικός αριθµός z = x+iy , τότε x ∈R και y ∈R. Ο x λέγεται πραγµατικό

µέρος (real part) του z και γράφουµε x =Rez, και ο y λέγεται ϕανταστικό µέρος

(imaginary part) του z και γράφουµε y = Imz. ΄Ετσι εάν z ∈ R τότε Rez = z και

Imz = 0, ενώ εάν z = iy , µε y ∈R, τότε Rez = 0 και Imz =−iz.

• Οι µιγαδικοί αριθµοί z1 = x1+ iy1 και z2 = x2+ iy2 είναι ίσοι και γράφουµε z1 = z2,

εάν και µόνον εάν x1 = x2 και y1 = y2, ισοδύναµα Rez1 =Rez2 και Imz1 = Imz2.

• Το σώµα των µιγαδικών αριθµών C αποτελεί µία ϕυσιολογική επέκταση των

πραγµατικών αριθµών, όπου στο σύστηµα αυτό η εξίσωση z
2 +1= 0 έχει λύση.

• Παρατήρηση. ∆εν υπάρχει στο C µία διάταξη που να είναι συµβατή µε τις

πράξεις της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού και να επεκτείνει τη γνωστή

διάταξη του R. Πράγµατι αν υποθέσουµε ότι µία τέτοια υπάρχει και αν τη συµ-

ϐολίσουµε µε ‘≤’, τότε ϑα πρέπει να ισχύει 0≤ 1, όπως και στους πραγµατικούς

αριθµούς. Επίσης ένα από τα δύο είναι αληθές : είτε 0 ≤ i, είτε 0 ≥ i. Εάν 0 ≤ i,

τότε πολλαπλασιάζοντας µε i παίρνουµε 0i ≤ i
2, ή ισοδύναµα 0≤−1, ή ισοδύνα-

µα 0≥ 1 που είναι άτοπο. ΄Οµοια εάν 0≥ i τότε πολλαπλασιάζοντας πάλι µε i ϑα

είχαµε 0i ≤ i
2, ή ισοδύναµα 0≤−1, ή ισοδύναµα 0≥ 1 που είναι επίσης άτοπο.
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