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Πληροφοριες

∆ιδάσκων:
Ευάγγελος Στεφανόπουλος

΄Ωρες Γραφείου:

Πέµπτη 10:00-12:00, ή κατόπιν συνεννόησης.

Σύνδεσµος eclass:
https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1133/

Συγγράµµατα:
– Βιβλίο [77107082]: Thomas Απειροστικός Λογισµός, [George B. Thomas Jr.],

Joel Hass, Christopher Heil, Maurice D. Weir, (µετάφραση) Πανεπιστηµιακές

Εκδόσεις Κρήτης.

– Βιβλίο [77109719]: Απειροστικός λογισµός, Briggs William, Cochran Lyle,

Gillett Bernard (µετάφραση), Εκδόσεις Κριτική.
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Οι Πραγµατικοί Αριθµοί

Οι φυσικοί αριθµοί είναι οι αριθµοί που χρησιµοποιούµε για να µετράµε.

N= {1,2,3, . . . }

Οι ακέραιοι αριθµοί είναι όλοι οι ϕυσικοί, το µηδέν, καθώς και οι αρνητικοί των

ϕυσικών αριθµών, έτσι ώστε εάν m είναι ακέραιος, η εξίσωση m+ n = 0 έχει

λύση στους ακεραίους, γεγονός που δεν συµβαίνει στους ϕυσικούς.

Z= {. . . ,−3,−2,−1,0,1,2,3, . . . }

Οι ρητοί αριθµοί είναι όλα τα κλάσµατα µε αριθµητή και παρονοµαστή ακεραίους

αριθµούς, όπου ϐέβαια ο παρονοµαστής είναι διάφορος του µηδενός. Οι ϱητοί

αριθµοί περιέχουν τους ακεραίους µιας και εάν ο n είναι ακέραιος, τότε n= n/1,

οπότε ο n είναι ϱητός. Επιπλέον εάν r 6= 0 είναι ϱητός η εξίσωση rs = 1 έχει λύση

στους ϱητούς, γεγονός που δεν συµβαίνει στους ακεραίους. Γράφουµε

Q= {m/n : ο m είναι ακέραιος και ο n ϕυσικός}

Γνωρίζουµε ότι
p

2 ∉Q. Οι αριθµοί που δεν είναι ϱητοί λέγονται άρρητοι. Ορί-

Ϲουµε τους πραγµατικούς αριθµούς να είναι

R= {x : ο x είναι είτε ϱητός, είτε άρρητος}.
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Στο R ορίζουµε δύο πράξεις, την πρόσθεση ‘‘+’’ και τον πολλαπλασιασµό ‘‘·’’

ώστε αν x,y ∈R, τότε x +y ∈R και x ·y ∈R ώστε να ισχύουν οι νόµοι

1. x +y = y + x .

2. (x +y)+ z = x + (y + z).

3. Υπάρχει µοναδικός πραγµατικός αριθµός 0 ∈R που λέγεται µηδέν ώστε

x +0= x , ∀x ∈R.

4. Για κάθε x ∈R υπάρχει µοναδικός x
′ ∈R, ώστε x + x

′ = 0. Ο πραγµατικός

αριθµός x
′ λέγεται ο αντίθετος του x και συµβολίζεται µε −x .

5. x ·y = y · x .

6. (x ·y) · z = x · (y · z).

7. Υπάρχει µοναδικός πραγµατικός αριθµός 1 ∈R που λέγεται ένα ώστε

x ·1= x , ∀x ∈R.

8. Για κάθε x ∈R µε x 6= 0 υπάρχει µοναδικός x
′′ ∈R, ώστε x · x ′′ = 1. Ο

πραγµατικός αριθµός x
′′ λέγεται ο αντίστροφος του x και συµβολίζεται µε

x
−1, ή 1/x .

9. x · (y + z)= x ·y + x · z.
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Παρατήρηση

Εάν x και y , είναι πραγµατικοί αριθµοί ο πραγµατικός αριθµός x +y λέγεται

άθροισµα των x και y , ενώ ο x ·y λέγεται γινόµενο των x και y . Συνήθως το

γινόµενο γράφεται xy . Ορίζουµε τη πράξη της αφαίρεσης µε τη σχέση

y − x = y + (−x).

Παρόµοια εάν x και y , είναι πραγµατικοί αριθµοί και x 6= 0 ορίζουµε το πηλίκο
του y δια x µε τη σχέση

y

x
= yx

−1 = y
1

x
.

Στο σύνολο R των πραγµατικών αριθµών ορίζεται µία σχέση η διάταξη ‘‘≤’’ τέτοια

ώστε

10. Εάν x ≤ y και y ≤ z τότε x ≤ z.

11. x ≤ y και y ≤ x εάν και µόνον εάν x = y .

12. Εάν x και y είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε ή x ≤ y ή y ≤ x .

13. Εάν x ≤ y τότε x + z ≤ y + z για κάθε πραγµατικό αριθµό z.

14. Εάν 0≤ x και 0≤ y τότε 0≤ x ·y .
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Παρατήρηση

Εάν x ≤ y γράφουµε y ≥ x . Επίσης εάν x ≤ y και y − x 6= 0 γράφουµε x < y , ή

y > x . ΄Ενας αριθµός x λέγεται θετικός εάν x > 0 και αρνητικός εάν x < 0.

Ορισµός

Αν S ⊂R για το οποίο υπάρχει πραγµατικός αριθµός x τέτοιος ώστε για κάθε

y ∈ S να ισχύει y ≤ x , το σύνολο S λέγεται άνω φραγµένο και το x λέγεται ένα

άνω φράγµα του S. Εάν s ∈R είναι ένα άνω ϕράγµα του S τέτοιο ώστε s ≤ x για

κάθε άνω ϕράγµα x του S, τότε ο s λέγεται ελάχιστο άνω φράγµα ή supremum

του S και συµβολίζεται µε supS.

15. Εάν S είναι ένα άνω ϕραγµένο σύνολο πραγµατικών αριθµών, τότε

υπάρχει το ελάχιστο άνω ϕράγµα του S.

Παράδειγµα

sup
{
1− 1

n
: n ∈N

}
= ;
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Το σώµα των πραγµατικών αριθµών

Παρατήρηση

Εάν A είναι ένα τυχαίο σύνολο εφοδιασµένο µε δύο εσωτερικές πράξεις ⊕ και

¯ τέτοιες ώστε να ικανοποιούνται οι ιδιότητες/αξιώµατα 1–9 µε ⊕ στη ϑέση του

+ και ¯ στη ϑέση του ·, τότε η τριάδα (A,⊕,¯) λέγεται σώµα. ΄Αρα οι

πραγµατικοί αριθµοί µε τις γνωστές πράξεις αποτελούν σώµα. ΄Ενα σώµα που

ικανοποιεί τα αξιώµατα 10–14 λέγεται διατεταγµένο σώµα, ενώ εάν επιπλέον

ικανοποιεί και το αξίωµα 15 λέγεται πλήρως διατεταγµένο σώµα, άρα οι

πραγµατικοί αριθµοί µε τη γνωστή διάταξη αποτελούν ένα πλήρως διατεταγµένο

σώµα. Αποδεικνύεται ότι το σώµα των πραγµατικών αριθµών είναι κατά κάποιο

τρόπο µοναδικό, µε την έννοια ότι κάθε σώµα που ικανοποιεί τα αξιώµατα 1–15

είναι ταυτόσηµο µε το R, ίσοµορφο µε το R στη γλώσσα της άλγεβρας.

Αυτό σηµαίνει (ϑεωρώντας ότι γνωρίζουµε τα ϐασικά για συναρτήσεις) ότι εάν

(A,⊕,¯,4) είναι ένα σώµα που ικανοποιεί τα αξιώµατα 1–15, είναι δηλαδή ένα

πλήρως διατεταγµένο σώµα, τότε υπάρχει µία συνάρτηση f :A→R ένα προς

ένα και επί τέτοια ώστε εάν x και y είναι στοιχεία του A, τότε

f(x ⊕y)= f(x)+ f(y), f(x ¯y)= f(x)f(y), x 4 y =⇒ f(x)≤ f(y).
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

Θεώρηµα

Εάν x < y τότε υπάρχει πραγµατικός αριθµός z τέτοιος ώστε x < z και z < y .

Εάν x < z και z < y γράφουµε x < z < y . Το Θεώρηµα εκφράζει την πυκνότητα
των πραγµατικών αριθµών.

Εάν a και b είναι πραγµατικοί αριθµοί µε a < b, τότε µε τα διαστήµατα

(a,b), [a,b), (a,b], [a,b]

συµβολίζουµε αντίστοιχα τα σύνολα των πραγµατικών αριθµών x µε

a < x < b, a ≤ x < b, a < x ≤ b, a ≤ x ≤ b.

Θεωρώντας τα σύµβολα −∞ και +∞, αντίστοιχα, µείον άπειρο και συν άπειρο,

ώστε −∞< x <+∞, ∀x ∈R, µπορούµε να γράφουµε R= (−∞,+∞). ΄Ετσι εάν

a ∈R µε τα ηµιάπειρα διαστήµατα

(−∞,a), (−∞,a], (a,+∞), [a,+∞)

συµβολίζουµε ανίστοιχα τα σύνολα των πραγµατικών αριθµών x µε

x < a, x ≤ a, x > a, x ≥ a.
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

Παράδειγµα

Εάν S = (1,2), τότε το 2 καθώς και κάθε πραγµατικός αριθµός x ≥ 2 είναι ένα

άνω ϕράγµα του S. ΄Οµοια εάν S = (1,2], τότε κάθε x ≥ 2 είναι ένα άνω

ϕράγµα του S. Παρατηρούµε ότι εάν S = (1,2), τότε supS = 2 και supS ∉ S, ενώ

αν S = (1,2], τότε supS = 2 και supS ∈ S, δηλαδή το ελάχιστο άνω ϕράγµα

συνόλου µπορεί να ανήκει ή να µην ανήκει στο σύνολο. Παρατηρούµε ότι το

sup(1,+∞) δεν υπάρχει (γιατί;).

΄Ασκηση

Να ϐρεθεί το supremum του συνόλου

A=
{
1− 1

n
: n ∈N

}
.

0< 1

2
< 2

3
< 3

4
< ·· · < 1− 1

n
< 1− 1

n+1
< ·· · < 1
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

• ΄Ενα σύνολο S ⊂R λέγεται κάτω φραγµένο εάν υπάρχει πραγµατικός αριθµός

x τέτοιος ώστε για κάθε y ∈ S να ισχύει y ≥ x . Το x λέγεται ένα κάτω φράγµα
του S. Εάν s είναι ένα κάτω ϕράγµα ώστε s ≥ x για κάθε κάτω ϕράγµα x του S,

τότε ο s λέγεται µέγιστο κάτω φράγµα ή infimum του S και συµβολίζεται µε inf S.

Θεώρηµα

Κάθε κάτω ϕραγµένο σύνολο πραγµατικών αριθµών έχει µέγιστο κάτω ϕράγµα.

΄Ασκηση

Εάν S ⊂R, τότε ορίζουµε −S = {−x : x ∈ S}, δηλαδή −[1,2)= (−2,−1]. Να

αποδειχθούν οι ισχυρισµοί:

(αʹ) ΄Ενα σύνολο S ⊂R είναι άνω ϕραγµένο εάν και µόνον εάν το −S είναι κάτω

ϕραγµένο.

(βʹ) ΄Ενα σύνολο S ⊂R είναι κάτω ϕραγµένο εάν και µόνον εάν το −S είναι άνω

ϕραγµένο. Υπόδειξη: −(−S)= S.

(γʹ) supS =− inf(−S) και inf S =−sup(−S).
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

Θεώρηµα (΄Υπαρξη του ακεραίου µέρους πραγµατικού αριθµού)

Εάν x ∈R υπάρχει µοναδικός ακέραιος mx ώστε mx ≤ x <mx +1.

Ορισµός

Εάν x ∈R, ο µοναδικός ακέραιος, την ύπαρξη του οποίου εξασφαλίζει το

προηγούµενο Θεώρηµα, λέγεται ακέραιο µέρος του x και συµβολίζεται µε [x],
έτσι [x] ∈Z και [x]≤ x < [x]+1.

Για παράδειγµα [0.75] = 0, [3] = 3, [−1.3] = −2. Για κάθε πραγµατικό αριθµό x

ισχύει x −1< [x]≤ x .

Θεώρηµα (Πυκνότητα των ρητών στους πραγµατικούς)

Εάν x και y είναι άρρητοι αριθµοί µε x < y , τότε υπάρχει ϱητός αριθµός r τέτοιος

ώστε x < r < y .
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

• Εάν ο n είναι ϕυσικός αριθµός και ο x είναι πραγµατικός αριθµός γράφουµε

nx = x + x +·· ·+ x︸ ︷︷ ︸
n

= (1+1+·· ·+1︸ ︷︷ ︸
n

)x

και ορίζουµε

x
n = x · x · · ·x︸ ︷︷ ︸

n

.

Συµφωνούµε ότι για x 6= 0 να γράφουµε x
0 = 1.

Ορισµός

Εάν x είναι ένας πραγµατικός αριθµός ορίζουµε την απόλυτη τιµή του x µε τη

σχέση

|x| =
{

x εάν x ≥ 0

− x εάν x < 0.

Παρατηρούµε ότι |x| ≥ 0 για κάθε x ∈ R. ΄Αµεση συνέπεια του ορισµού είναι η

ανισότητα

−|x| ≤ x ≤ |x|
για κάθε πραγµατικό αριθµό x .
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

Θεώρηµα (Ιδιότητες της απόλυτης τιµής)

Εάν x και y είναι πραγµατικοί αριθµοί, τότε ισχύουν οι παρακάτω ιδιότητες της

απόλυτης τιµής :

(1) |x| ≥ 0 και |x| = 0, εάν και µόνον εάν x = 0.

(2) |xy | = |x||y |
(3) |x/y | = |x|/|y |, y 6= 0

(4) |x| = |− x|
(5) |x +y | ≤ |x|+ |y | Η ανισότητα αυτή είναι η τριγωνική ανισότητα

(6) ||x|− |y || ≤ |x −y |
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

Ορισµός

Εάν x ≥ 0 είναι ένας πραγµατικός αριθµός ορίζουµε την τετραγωνική ρίζα του

x ,
p

x να είναι ο (µοναδικός) πραγµατικός αριθµός y ≥ 0 για τον οποίο ισχύει

y
2 = x , δηλαδή p

x = y ⇔ y
2 = x.

Ειδικά √
x2 = |x|.

Γενικότερα αν n είναι άρτιος ϕυσικός αριθµός και x ≥ 0 είναι ένας πραγµατικός

αριθµός ορίζουµε την nnn-οστή ρίζα του x ,
n
p

x να είναι ο (µοναδικός)

πραγµατικός αριθµός y ≥ 0 για τον οποίο ισχύει y
n = x , δηλαδή

n
p

x = y ⇔ y
n = x. (1)

Αν n είναι περιττός ϕυσικός αριθµός και x ∈R ορίζουµε την nnn-οστή ρίζα του x ,
n
p

x να είναι ο πραγµατικός αριθµός y που ικανοποιεί την (1). Για τη n-οστή ϱίζα

του x ∈R, γράφουµε επίσης
n
p

x = x
1

n .
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Η ευθεία των πραγµατικών αριθµών

∆υνάµεις

Αν x 6= 0 και n ∈N ορίζουµε

x
−n = (xn)−1 = (x−1)n.

Αν x ≥ 0 (ή x > 0 όταν χρειάζεται) και r =m/n ∈Q µε n> 0 ορίζουµε

x
m

n = ( n
p

x)m = n
p

xm

ώστε x
m

n = (x
1

n )m = (xm)
1

n . ΄Ετσι αν r και s είναι ϱητοί αριθµοί και x ≥ 0, y ≥ 0, (ή

αυστηρά ϑετικοί όπου χρειάζεται) είναι πραγµατικοί αριθµοί τότε

∆1. x
r+s = x

r
x

s

∆2. x
r−s = x

r

xs

∆3. (x r)s = x
rs

∆4. (xy)r = x
r
y

r

∆5.

(
x

y

)r

= x
r

y r
.
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Ο καρτεσιανός χώρος

ΜεRσυµβολίζουµε την ευθεία των πραγµατικών αριθµών και µεR2 το καρτεσιανό

γινόµενο

R2 =R×R= {(x,y) : x,y ∈R}.

Το R2 εφοδιασµένο µε ένα ορθογώνιο σύστηµα αξόνων, δηλαδή εφοδιασµένο

µε δύο κάθετες µεταξύ τους ευθείες καθεµιά από τις οποίες αναπαριστάνει την

πραγµατική ευθεία, µε σηµείο τοµής το (0,0) ϑα το λέµε καρτεσιανό επίπεδο, ή

πραγµατικό επίπεδο ή διδιάστατο πραγµατικό χώρο.

x

y

0

P(x0,y0)
y0

x0

Σχήµα: Το καρτεσιανό επίπεδο.
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Ο καρτεσιανός χώρος

Τον οριζόντιο άξονα τον λέµε συνήθως x-άξονα και τον κατακόρυφο y-άξονα. Κά-

ϑε σηµείο P του επιπέδου αντιστοιχεί σε µοναδικό Ϲευγάρι (x0,y0) πραγµατικών

αριθµών, και αντίστροφα κάθε Ϲευγάρι (x0,y0) πραγµατικών αριθµών παριστάνει

ένα µοναδικό σηµείο του επιπέδου. Γράφουµε P(x0,y0) για να δηλώσουµε αυτή

την ένα προς ένα αντιστοιχία. Το σηµείο x0 στον x-άξονα το λέµε x συντεταγµένη
του σηµείου P, και το y0 στον y-άξονα το λέµε y συντεταγµένη του P.

΄Οµοια το καρτεσιανό γινόµενο

R3 =R×R×R= {(x,y ,z) : x,y ,z ∈R}

εφοδιασµένο µε ένα τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων, δηλαδή εφοδιασµέ-

νο µε τρεις ευθείες ανά δύο κάθετες µεταξύ τους, καθεµιά από τις οποίες

αναπαριστάνει την πραγµατική ευθεία, µε σηµείο τοµής το (0,0,0) ϑα το λέµε

τριδιάστατο πραγµατικό χώρο. Κάθε σηµείο του χώρου αντιστοιχεί σε µοναδική

τριάδα (x,y ,z) πραγµατικών αριθµών, και αντίστροφα κάθε τριάδα (x,y ,z) πραγ-

µατικών αριθµών παριστάνει ένα µοναδικό σηµείο του χώρου. Γενικότερα για

n ∈N έχουµε τον n-διάστατο πραγµατικό χώρο

Rn = {(x1,x2, . . . ,xn) : xj ∈R, j = 1,2, . . . ,n}.
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Βασικά στοιχεία

Το ορθογώνιο σύστηµα αξόνων χωρίζει το καρτεσιανό επίπεδο σε τέσσερα ξένα

µεταξύ τους σύνολα τα οποία λέµε πρώτο, δεύτερο, τρίτο και τέταρτο τεταρτηµό-

ϱιο (quadrants). Αυτά είναι αντίστοιχα τα

Q1 = {(x,y) : x > 0 και y > 0}, Q2 = {(x,y) : x < 0 και y > 0},

Q3 = {(x,y) : x < 0 και y < 0}, Q4 = {(x,y) : x > 0 και y < 0}.

x

y

Q1

Q4

Q2

Q3

0

R2
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Βασικά στοιχεία

Απόσταση στο επίπεδο

• P = (x1,y1) και Q = (x2,y2) είναι δύο σηµεία του επιπέδου

• Αν d(P,Q) είναι η απόσταση µεταξύ των σηµείων P και Q

τότε από το σχετικό ορθογώνιο τρίγωνο µε κορυφές τα σηµεία (x1,y1), (x2,y2)
και (x2,y1) προκύπτει ότι

d(P,Q)=
√
(x1 − x2)2 + (y1 −y2)2.

x

y

P(x1,y1)
y1

x1

Q(x2,y2)

(x2,y1)

y2

x2
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Βασικά στοιχεία

Εξίσωση του κύκλου

Αν το (x,y) είναι σηµείο του κύκλου κέντρου (a,b) και ακτίνας r ≥ 0, τότε

(x −a)2 + (y −b)2 = r
2. (2)

΄Ετσι η (2) είναι η εξίσωση του κύκλου µε κέντρο το (a,b) και ακτίνα r . Για

παράδειγµα η εξίσωση

x
2 +y

2 −2x +2y −2= 0

γράφεται

x
2 −2x +1+y

2 +2y +1−4= 0⇔ (x −1)2 + (y +1)2 = 4

κατά συνέπεια η εξίσωση παριστάνει κύκλο κέντρου (1,−1) και ακτίνας 2.

΄Ασκηση

Η έλλειψη είναι ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου των οποίων το

άθροισµα των αποστάσεων από δύο σταθερά σηµεία, τις εστίες της έλλειψης,

είναι σταθερό. Να ϐρεθεί η εξίσωση της έλλειψης µε εστίες στα σηµεία (−c,0)
και (c,0) και άθροισµα αποστάσεων ίσο µε 2a, όπου a > c > 0.
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Βασικά στοιχεία

Τριγωνοµετρικοί αριθµοί γωνίας σε ορθογώνιο τρίγωνο

β
γ

α
ω

sinω= β

γ
cosω= α

γ

tanω= β

α
= sinω

cosω
cotω= α

β
= cosω

sinω

secω= γ

α
= 1

cosω
cscω= γ

β
= 1

sinω

΄Αµεσες συνέπειες του ορισµού των τριγωνοµετρικών αριθµών γωνίας είναι

sin2ω+cos2ω= 1, tanω= 1

cotω
, sec2ω− tan2ω= 1, csc2ω−cot2ω= 1.
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Βασικά στοιχεία Περί κύκλου

Μήκος περιφέρειας και εµβαδόν δίσκου

C(O, r) : κύκλος κέντρου O και ακτίνας r

D(O, r) : η περιοχή που περικλείει ο κύκλος C(O, r) την οποία ϑα λέµε δίσκο
κέντρου O και ακτίνας r . Γράφουµε επίσης Cr για τον κύκλο και Dr για το δίσκο.

Πρόβληµα 1: Τι µπορούµε να ορίσουµε σαν µήκος της περιφέρειας του κύκλου

και πόσο είναι αυτό ;

Πρόβληµα 2: Με τί ισούται το εµβαδόν του δίσκου ;

Θεώρηµα (Εύδοξος (408-355 π.Χ.))

Ο λόγος του µήκους της περιφέρειας προς τη διάµετρο του κύκλου είναι ίδιος

για όλες τις ακτίνες.

Ορισµός

Αν L(Cr) είναι το µήκος της περιφέρειάς του κύκλου Cr , ορίζουµε

L(Cr)

2r
=π.
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Βασικά στοιχεία Περί κύκλου

Ιστορία: Οι αρχαίοι ΄Ελληνες γνώριζαν για τον αριθµό π από τον 5ο π.Χ. αιώ-

να. Ο Ιπποκράτης ο Χίος ϕαίνεται ότι γνώριζε το αποτέλεσµα του Θεωρή-

µατος του Ευδόξου από το 430 π.Χ. Ο Αρχιµήδης (287-212 π.Χ.) απέδειξε ότι

3+ 10/71 < π < 3+ 1/7, οπότε π ≈ 3.14 . . . . Το 1761 ο Lambert απέδειξε ότι ο

αριθµός π είναι άρρητος. Το 1882 ο Lindemann απέδειξε ότι ο π είναι υπερβατι-
κός, δεν προκύπτει δηλαδή σαν λύση κάποιας αλγεβρικής εξίσωσης µε ϱητούς

συντελεστές. Συνεπώς δεν µπορεί να ϐρεθεί η ϑέση του π (να κατασκευα-

στεί) µε χάρακα και διαβήτη επάνω στην πραγµατική ευθεία, κατά συνέπεια το

πρόβληµα του τετραγωνισµού του κύκλου µε χάρακα και διαβήτη είναι αδύνατο.

΄Ετσι το µήκος της περιφέρειας κύκλου ακτίνας r είναι

L(Cr)= 2πr (3)

και το εµβαδόν δίσκου ακτίνας r αποδεικνύεται ότι είναι

A(Dr)= 1

2
L(Cr)r =πr

2. (4)

Ειδικά

L(C1)= 2π, A(D1)=π.
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Βασικά στοιχεία Μονάδες µέτρησης γωνίας

Μια γωνία µε κορυφή στο κέντρο ενός κύκλου αποκόπτει ένα τόξο της περι-

ϕέρειας. Είναι λογικό να ϑελήσουµε να µετρήσουµε τη γωνία µετρώντας το

αντίστοιχο τόξο. ΄Οµως το ‘‘µήκος του τόξου’’ εξαρτάται από την ακτίνα του κύ-

κλου. Ξεπερνάµε τη δυσκολία µε δύο τρόπους.

Πρώτος τρόπος: ∆ιαιρώντας την περιφέρεια σε 360 ισοµήκη τόξα ορίζουµε

σαν µια µονάδα µέτρησης γωνιών την µοίρα (degree) να είναι ίση µε ένα από

αυτά τα τόξα. Αντί για 1 µοίρα γράφουµε 1◦, έτσι 1◦ = 1/360 της περιφέρειας,

οπότε η περιφέρεια αντιστοιχεί σε γωνία 360◦. Η µονάδα αυτή είναι ανεξάρτητη

της ακτίνας του κύκλου, για παράδειγµα η γωνία 90◦ αντιστοιχεί στο 1/4 της

περιφέρειας, αφού 90=360/4, κατά συνέπεια η γωνία 90◦ είναι ορθή.

∆εύτερος τρόπος: Θεωρούµε ένα κύκλο ακτίνας 1 και ορίζουµε τη µονάδα

ακτίνιο (radian) να είναι εκείνο το µήκος τόξου ώστε το µήκος της περιφέρειας

του (µοναδιαίου) κύκλου να είναι 2π ακτίνια, εποµένως

2π rad= 360
◦ ⇔ 1 rad=

(
180

π

)◦
≈ 57.2957795...◦

΄Ετσι

30
◦ = π

6
, 45

◦ = π

4
, 60

◦ = π

3
, 90

◦ = π

2
, · · ·
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Βασικά στοιχεία Μονάδες µέτρησης γωνίας

1

2

3
4

567

8

9
10

11 12

Σχήµα: Η πράσινη γωνία είναι 360◦/60= 6◦, ή 2π/60=π/30 ακτίνια, και η κόκκινη είναι

360◦/4= 90◦, ή 2π/4=π/2 ακτίνια
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Βασικά στοιχεία Μονάδες µέτρησης γωνίας

Απόρροια του ορισµού του ακτινίου είναι ότι αν s είναι το µήκος ενός τόξου κύκλου

ακτίνας ρ = r και θ είναι το µέτρο σε ακτίνια της επίκεντρης γωνίας που αντιστοιχεί

στο τόξο, τότε

s = θr .

Το γεγονός αυτό συµφωνεί µε το γνωστό αποτέλεσµα ότι το µήκος της περιφέ-

ϱειας ακτίνας r είναι ίσο µε 2πr .

ρ = 1 r

θ

s
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Βασικά στοιχεία Μονάδες µέτρησης γωνίας

Εµβαδόν κυκλικού τοµέα

Θυµίζουµε ότι µια γωνία µε κορυφή στο κέντρο ενός κύκλου λέγεται επίκεντρη
γωνία. Θυµίζουµε επίσης ότι το τµήµα ενός δίσκου το οποίο περιέχεται µεταξύ

των πλευρών µιας επίκεντρης γωνίας και της περιφέρειας λέγεται κυκλικός
τοµέας. Αν στον κύκλο C(O, r) ϑεωρήσουµε τον κυκλικό τοµέα AOB, τότε σε

αναλογία µε την (3) (L = 2πr) το µήκος s του τόξου AB είναι

s = θr

όπου θ είναι το µέτρο της επίκεντρης γωνίας σε ακτίνια. Επίσης σε αναλογία της

(4) (A= Lr/2) το εµβαδόν του κυκλικού τοµέα AOB ϑα είναι

A= 1

2
sr = 1

2
θr

2
(5)

όπου s είναι το µήκος του τόξου AB, και 0≤ θ ≤ 2π. Το θ είναι το µήκος του τόξου

στη µοναδιαία περιφέρεια το οποίο αποκόπτει η επίκεντρη γωνία.
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Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

Θεωρούµε ένα σύστηµα αξόνων κάθετων µεταξύ τους, έναν οριζόντιο και έναν

κατακόρυφο, και έναν κύκλο ακτίνας 1 µε κέντρο στην αρχή των αξόνων. Στη

συνέχεια ορίζουµε προσανατολισµό στον κύκλο. Θεωρούµε σαν αρχή µέτρησης

το σηµείο (1,0) της περιφέρειας, το σηµείο A στο Σχήµα. Ορίζουµε σαν θετική
φορά διαγραφής εκείνη κατά την οποία η κίνηση γίνεται αντίθετα από αυτήν των

δεικτών του ϱολογιού, και αρνητική φορά την αντίθετη, δηλαδή εκείνη κατά την

οποία η κίνηση ακολουθεί αυτήν των δεικτών. Τον προσανατολισµένο µοναδιαίο

κύκλο ονοµάζουµε τριγωνοµετρικό κύκλο.
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Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

O

A

P(a,b)

x

P
′(a,−b)

−x

cosx

sinx

cos(−x)

sin(−x)

+

−

Σχήµα: Ο τριγωνοµετρικός κύκλος Ι
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Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

΄Εστω x ένας πραγµατικός αριθµός ώστε −π ≤ x ≤ π. ΄Εστω P το σηµείο πάνω

στον τριγωνοµετρικό κύκλο έτσι ώστε το τόξο AP να είναι ίσο µε x rad. Εννοείται

ότι αν x < 0, τότε το τόξο AP έχει µήκος |x| και η µετάβαση από το A στο P

γίνεται κατά την αρνητική ϕορά. Αν (a,b) είναι οι συντεταγµένες του σηµείου P

ορίζουµε

cosx = a και sinx = b.

Σηµειώνουµε ότι αν x = π ή x =−π, τότε P = (−1,0). Μια άµεση συνέπεια του

ορισµού είναι ότι

cos(−x)= cosx, sin(−x)=−sinx. (6)

Επεκτείνοντας τον ορισµό για −π≤ x ≤π και k ∈Z ορίζουµε

cos(x +2kπ)= cosx και sin(x +2kπ)= sinx.

΄Ετσι ορίζουµε πρακτικά τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις cosx και sinx για όλους

τους πραγµατικούς αριθµούς. Παρατηρούµε ότι

−1≤ cosx ≤ 1 και −1≤ sinx ≤ 1 (7)

για κάθε x ∈R.
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Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

Στη συνέχεια ορίζουµε τις υπόλοιπες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις µε τις σχέ-

σεις

tanx = sinx

cosx
, cotx = cosx

sinx
, secx = 1

cosx
, cscx = 1

sinx
.

Οι κλασµατικές αυτές συναρτήσεις ορίζονται για όλους τους πραγµατικούς αριθ-

µούς εκτός από τις διακριτές τιµές του x για τις οποίες µηδενίζεται ο παρονοµα-

στής. Συγκεκριµένα, επειδή

sinx = 0⇔ x = kπ, και cosx = 0⇔ x = kπ+ π

2
, k ∈Z,

έπεται ότι τα πεδία ορισµού αυτών των συναρτήσεων είναι

D(tan)=D(sec)= {x ∈R : x 6= kπ+π/2, k ∈Z}

D(cot)=D(csc)= {x ∈R : x 6= kπ, k ∈Z}.
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Βασικά στοιχεία Ο τριγωνοµετρικός κύκλος

O

A

B

P Q

R

C

S

cosx

sinx

cos

sin

cot

tan

Σχήµα: Ο τριγωνοµετρικός κύκλος ΙΙ
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Βασικά στοιχεία Τριγωνοµετρικές ταυτότητες

1 sin2
x +cos2

x = 1.

2 cos(x +y)= cosx cosy − sinx siny .

3 sin(x +y)= sinx cosy +cosx siny .

4 cos2x = cos2
x − sin2

x = 2cos2
x −1= 1−2sin2

x .

5 sin2x = 2sinx cosx .

6 sinx − siny = 2cos
x +y

2
sin

x −y

2
.

7 cosx −cosy =−2sin
x +y

2
sin

x −y

2
.

΄Ασκηση

Για x ∈R δείξτε ότι

(αʹ) cos(π± x)=−cosx .

(βʹ) cos
(π

2
± x

)
=∓sinx .

(γʹ) sin(π± x)=±sinx .

(δʹ) sin
(π

2
± x

)
= cosx .
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Βασικά στοιχεία Τρεις χρήσιµες ανισότητες

΄Εστω 0< x <π/2 και έστω P το σηµείο στον τριγωνοµετρικό κύκλο ώστε το µήκος

του τόξου AP να είναι x . Η ηµιευθεία από το κέντρο O του κύκλου δια του P τέµνει

τον άξονα των εφαπτοµένων στο Q, ϐλέπε Σχήµα. Αν C είναι η προβολή του P

στον οριζόντιο άξονα, τότε

Εµβαδόν τριγώνου POC ≤ Εµβαδόν τοµέα POA≤ Εµβαδόν τριγώνου QOA

1

2
(cosx)(sinx)≤ 1

2
x ≤ 1

2
tanx

cosx ≤ x

sinx
≤ 1

cosx

cosx ≤ sinx

x
≤ 1

cosx

Επειδή

sin(−x)

−x
= −sinx

−x
= sinx

x

και η cosx είναι άρτα συνάρτηση έπεται ότι

cosx ≤ sinx

x
≤ 1

cosx
, 0< |x| < π

2
. (8)
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Βασικά στοιχεία Τρεις χρήσιµες ανισότητες

Αν στο Σχήµα ϑεωρήσουµε το ευθύγραµµο τµήµα PA, τότε αφενός PC < AP,

αφού η AP είναι η υποτείνουσα στο τρίγωνο PCA, και αφετέρου AP < τόξο AP

(γιατί;) έτσι ισχύει η ανισότητα

0< sinx < x, 0< x < π

2
.

επιπλέον από την απόδειξη της (8)

0< sinx < x ≤ tanx, 0< x < π

2
,

οπότε και

|sinx| ≤ |x| ≤ |tanx|, −π
2
< x < π

2
. (9)

΄Αµεση συνέπεια της (9) είναι η

|sinx| ≤ |x|, x ∈R. (10)
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