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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

Ορισµός
1 Θα λέµε ότι η συνάρτηση f έχει απόλυτο µέγιστο στο σηµείο x0 του πεδίου

ορισµού της D(f) αν f(x0)≥ f(x) για κάθε x ∈D(f). Ο αριθµός f(x0)
λέγεται µέγιστη τιµή της f . ΄Οµοια ϑα λέµε ότι η f έχει απόλυτο ελάχιστο
στο σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της D(f) αν f(x0)≤ f(x) για κάθε

x ∈D(f) και ο αριθµός f(x0) ϑα λέγεται ελάχιστη τιµή της f .

2 Θα λέµε ότι η συνάρτηση f έχει τοπικό µέγιστο στο σηµείο x0 του πεδίου

ορισµού της D(f) αν υπάρχει ανοιχτό διάστηµα I το οποίο περιέχει το x0 και

f(x0)≥ f(x) για κάθε x ∈ I. ΄Οµοια ϑα λέµε ότι η f έχει τοπικό ελάχιστο στο

σηµείο x0 του πεδίου ορισµού της D(f) αν υπάρχει ανοιχτό διάστηµα I το

οποίο περιέχει το x0 και f(x0)≤ f(x) για κάθε x ∈ I. Τα τοπικά µέγιστα και

τοπικά ελάχιστα της f λέγονται τοπικά ακρότατα της f .

Θεώρηµα (Fermat)

Εάν η συνάρτηση f έχει τοπικό µέγιστο ή τοπικό ελάχιστο στο x0 και η f
′(x0)

υπάρχει τότε f
′(x0)= 0.
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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

Ορισµός

΄Ενα σηµείο x0 στο πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης f λέγεται κρίσιµο σηµείο
της f αν f

′(x0)= 0, ή η f
′(x0) δεν υπάρχει.

Θεώρηµα (κριτήριο της πρώτης παραγώγου)

΄Εστω ότι το x0 είναι κρίσιµο σηµείο της συνεχούς συνάρτησης f .

(1) Εάν η f
′

αλλάζει από ϑετική σε αρνητική στο x0, τότε η f έχει τοπικό µέγιστο

στο x0.

(2) Εάν η f
′

αλλάζει από αρνητική σε ϑετική στο x0, τότε η f έχει τοπικό ελάχιστο

στο x0.

(3) Εάν η f
′

δεν αλλάζει πρόσηµο στο x0, τότε η f δεν έχει τοπικό ακρότατο στο

x0.
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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

Παράδειγµα

∆είχνουµε ότι

1− 1

x
≤ logx ≤ x −1, x > 0.

Θεωρούµε τις συναρτήσεις

f(x)= 1− 1

x
− logx και g(x)= x −1− logx.

Η προς απόδειξη ανισότητα είναι ισοδύναµη µε τις

f(x)≤ 0 και g(x)≥ 0, x > 0.

Οι f και g ορίζονται στο (0,+∞), είναι παραγωγίσιµες στο πεδίο ορισµού τους,

και

f
′(x)= 1

x2
− 1

x
= 1− x

x2
και g

′(x)= 1− 1

x
= x −1

x
.
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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

Παράδειγµα (συνέχεια)

Αν x < 1 είναι f
′(x)> 0 άρα η f είναι αύξουσα στο (0,1) ενώ αν x > 1 είναι

f
′(x)< 0 οπότε η f είναι ϕθίνουσα στο (1,+∞). Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι

στο x = 1 η f έχει µέγιστο, έτσι

f(x)≤ f(1)⇒ 1− 1

x
− logx ≤ 0⇒ 1− 1

x
≤ logx, (1)

για κάθε x > 0.

Αν x < 1 είναι g
′(x)< 0 άρα η g είναι ϕθίνουσα στο (0,1) ενώ αν x > 1

είναι g
′(x)> 0 οπότε η g είναι αύξουσα στο (1,+∞). Συµπεραίνουµε

λοιπόν ότι στο x = 1 η g έχει ελάχιστο, έτσι δηλαδή

g(x)≥ g(1)⇒ x −1− logx ≥ 0⇒ x −1≥ logx, (2)

για κάθε x > 0.

Το Ϲητούµενο έπεται από τις (1) και (2).
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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

1

1

0

y = x −1

y = logx

y = 1− 1
x

Σχήµα: 1− 1

x
≤ logx ≤ x −1
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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

΄Ασκηση

Να ϐρεθεί η µέγιστη τιµή του a ώστε για κάθε x > 0 να ισχύει
p

x ≥ logx +a.

΄Ασκηση

Να ϐρεθούν τα τοπικά µέγιστα και ελάχιστα της συνάρτησης

f(x)= x
3

x2 −2
.

΄Ασκηση (Ανισότητα του Young)

Εάν a και b είναι µη αρνητικοί αριθµοί και p,q > 1 µε 1/p+1/q = 1 δείξτε ότι

ab ≤ a
p

p
+ b

q

q
.

Υπόδειξη: Εάν ab = 0 η ανισότητα ισχύει. Για a > 0, b > 0 ϑεωρήστε τη

f(x)= x
p

p
+ b

q

q
−bx, x > 0.
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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

Ορισµός (για παραγωγίσιµες συναρτήσεις)

Εάν το γράφηµα µιας συνάρτησης f ϐρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτόµενη

ευθεία (του γραφήµατος) σε ένα διάστηµα I ϑα λέγεται κυρτή στο I. Εάν το

γράφηµα της f ϐρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτόµενη ευθεία (του γραφήµατος)

σε ένα διάστηµα I ϑα λέγεται κοίλη στο I.

Θεώρηµα (Κριτήριο κυρτότητας)

΄Εστω ότι για την συνάρτηση f η f
′′

υπάρχει σε κάποιο διάστηµα I.

(1) Εάν f
′′(x)> 0 για κάθε x ∈ I, η f είναι κυρτή στο I.

(2) Εάν f
′′(x)< 0 για κάθε x ∈ I, η f είναι κοίλη στο I.

Ορισµός

΄Ενα σηµείο στο γράφηµα µιας συνάρτησης f λέγεται σηµείο καµπής εάν η

συνάρτηση στο σηµείο αυτό αλλάζει από κυρτή σε κοίλη, ή από κοίλη σε κυρτή.
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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

(a, f(a))

(b, f(b))

a b

f(x)

(a, f(a))

(b, f(b))

a b

f(x)

Σχήµα: Μια κυρτή συνάρτηση f , και µια κοίλη συνάρτηση f
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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

(x0, f(x0))

f(x)

g(x)

Σχήµα: Η εφαπτόµενη ευθεία στη γραφική παράσταση συνάρτησης σε σηµείο καµπής
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Μέγιστα Ελάχιστα και Κυρτότητα

Θεώρηµα (Κριτήριο της δεύτερης παραγώγου)

΄Εστω ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής σε κάποιο ανοιχτό διάστηµα το οποίο

περιέχει το σηµείο x0.

(1) Εάν f
′(x0)= 0 και f

′′(x0)> 0 τότε η f έχει τοπικό ελάχιστο στο x0.

(2) Εάν f
′(x0)= 0 και f

′′(x0)< 0 τότε η f έχει τοπικό µέγιστο στο x0.

΄Ασκηση

Να ϐρεθεί η γραφική παράσταση της συνάρτησης

f(x)= x
3

x2 −2
.

Παράγωγοι ∆εκέµβριος 2019 11 / 23

V
S
te
fa
n
-C
E
ID



Απροσδιόριστες µορφές

Για καθένα από τα όρια

lim
x→0

sinx

x
= 1, και lim

x→1

1− x
2

1− x
= lim

x→1

(1− x)(1+ x)

1− x
= lim

x→1
(1+ x)= 2

ενώ ο αριθµητής και ο παρονοµαστής, και στα δύο, τείνει στο µηδέν τα όρια

είναι διαφορετικά. Αυτό το αποτέλεσµα µας λέει ότι η πράξη 0/0 δεν µπορεί να

οριστεί, δηλαδή η µορφή 0/0 είναι απροσδιόριστη. ΄Αλλες απροσδιόριστες

µορφές είναι οι ∞/∞, 0 ·∞, ∞−∞, 00, ∞0, 1∞. Πράγµατι τα όρια

lim
x→1

(x −1)
1

x −1
= 1

lim
x→1

(x −1)
1

x2 −1
= 1

2

είναι της µορφής 0 ·∞.
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Απροσδιόριστες µορφές

Θεώρηµα (Ο κανόνας του L’Hospital)

Αν οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιµες και g
′(x) 6= 0 σε κάθε σηµείο

ενός ανοιχτού διαστήµατος το οποίο περιέχει το σηµείο x0, εκτός ίσως από το

ίδιο το σηµείο x0 και

lim
x→x0

f(x)= lim
x→x0

g(x)= 0 ή lim
x→x0

f(x)= lim
x→x0

g(x)=±∞,

έχουµε δηλαδή απροσδιόριστη µορφή του τύπου 0/0 ή ∞/∞, τότε

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f
′(x)

g′(x)

εάν το όριο στο δεξί µέλος υπάρχει, ή είναι +∞ ή −∞.

Πράγµατι

lim
x→0

sinx

x
= lim

x→0

cosx

1
= cos0= 1.

Παράγωγοι ∆εκέµβριος 2019 13 / 23

V
S
te
fa
n
-C
E
ID



Απροσδιόριστες µορφές

Σηµειώνουµε ότι το αποτέλεσµα του κανόνα του L’Hospital ισχύει αν το όριο

x → x0 αντικατασταθεί µε ένα από τα όρια x → x0+, x → x0−, x →+∞, x →−∞.

Παράδειγµα

Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0

2x −1

x
.

Επειδή

lim
x→0

(2x −1)= 2
0 −1= 0, και lim

x→0
x = 0

ο κανόνας του L’Hospital εφαρµόζεται, οπότε

lim
x→0

2x −1

x
= lim

x→0

(2x −1)′

x ′
= lim

x→0

2x log2

1
= log2.
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Απροσδιόριστες µορφές

Παράδειγµα

Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→∞

e
x

x2
.

Επειδή

lim
x→∞(e

x)=∞, και lim
x→∞x

2 =∞
ο κανόνας του L’Hospital εφαρµόζεται, οπότε

lim
x→∞

e
x

x2
= lim

x→∞
e

x

2x

το οποίο είναι πάλι του τύπου ∞/∞. Εφαρµόζοντας για άλλη µια ϕορά τον

κανόνα του L’Hospital παίρνουµε

lim
x→∞

e
x

x2
= lim

x→∞
e

x

2x
= lim

x→∞
e

x

2
=∞.
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Απροσδιόριστες µορφές

΄Ασκηση

∆είξτε ότι για κάθε r > 0

lim
x→∞

logx

x r
= 0.

Παράδειγµα

Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0+x logx.

Το όριο είναι του τύπου 0 ·∞ οπότε µπορεί να µετασχηµατιστεί σε 0 ·1/0= 0/0 ή

σε 1/∞·∞=∞/∞. Πράγµατι

lim
x→0+x logx = lim

x→0+
logx

1/x

(∞
∞

)
= lim

x→0+
1/x

−1/x2

= lim
x→0+(−x)= 0.
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Απροσδιόριστες µορφές

Παράδειγµα

Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0

(1+ sinx)1/x .

Το όριο είναι του τύπου 1∞. Γράφοντας

(1+ sinx)1/x = e
log(1+sinx)1/x = e

[log(1+sinx)]/x

ϐλέπουµε ότι καθώς x → 0 ο εκθέτης είναι του τύπου 0/0 οπότε από την

συνέχεια της εκθετικής συνάρτησης expx = e
x έχουµε

lim
x→0

(1+ sinx)1/x = lim
x→0

exp
log(1+ sinx)

x
= exp

(
lim
x→0

log(1+ sinx)

x

)

= exp
(
lim
x→0

cosx

1+ sinx

1

)
= exp

(
lim
x→0

cosx

1+ sinx

)
= exp1= e,

όπως περιµέναµε (γιατί;).
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Απροσδιόριστες µορφές

΄Ασκηση

Να υπολογιστούν τα όρια

(αʹ) lim
x→0

(e3x −5x)1/x
.

(βʹ) lim
x→∞(e

3x −5x)1/x
.

΄Ασκηση

Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0

(
1

sin2
x

− 1

x2

)
.
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Ακολουθίες και L’ Hospital

Ας υποθέσουµε ότι η f είναι µια πραγµατική συνάρτηση για την οποία ισχύει ότι

lim
x→+∞ f(x)= r και lim

x→0
f(x)= s.

Ορίζοντας τις ακολουθίες an = f(n) και bn = f(1/n), επίσης ισχύει ότι

lim
n→∞an = r και lim

n→∞bn = s.

΄Ετσι αν ο κανόνας του L’ Hospital εφαρµόζεται στη συνεχή περίπτωση, δηλαδή

στην ανάλογη συνάρτηση f και δίνει το όριο της συνάρτησης, τότε αυτό το όριο

είναι και το όριο της ακολουθίας. Για παράδειγµα

lim
n→∞nsin

1

n
= lim

n→∞
sin(1/n)

1/n
= lim

n→∞cos
1

n
= 1.

Βέβαια η απόδειξη της ενδιάµεσης ισότητας δεν γίνεται µε εφαρµογή του

κανόνα του L’ Hospital. Κάτι τέτοιο δεν έχει έννοια σε ακολουθίες (γιατί;).
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Ακολουθίες και L’ Hospital

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί το όριο της ακολουθίας an = n(e1/n −1), n= 1,2,3, . . . .

Γράφοντας

an = e
1/n −1

1/n

ϐλέπουµε ότι το όριο της an είναι το

lim
x→0

e
x −1

x
,

εφόσον αυτό υπάρχει. Το τελευταίο όριο είναι η παράγωγος της εκθετικής

συνάρτησης στο x = 0, εποµένως

lim
n→∞an = lim

n→∞
e

1/n −1

1/n
= e

0 = 1.
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Ακολουθίες και L’ Hospital

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί το όριο της ακολουθίας

an =
(
1+ sin

1

n

)n

, n= 1,2,3, . . .

Τα ανάλογα όρια της συνεχούς περίπτωσης είναι

lim
x→+∞

(
1+ sin

1

x

)x

, ή lim
x→0

(
1+ sinx

)1/x

.

Και τα δύο όρια είναι της µορφής 1∞. Στο Παράδειγµα 15, κάνοντας χρήση του

κανόνα του L’ Hospital υπολογίσαµε το δεύτερο όριο και δείξαµε ότι ισούται µε

e. ΄Ετσι λοιπόν έχουµε

lim
n→∞

(
1+ sin

1

n

)n

= lim
x→0

(
1+ sinx

)1/x

= e.
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Ακολουθίες και L’ Hospital

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί το όριο της ακολουθίας

an =
( log(n+1)

np

)q

, n= 1,2,3, . . .

όπου p και q είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί.

Εξετάζουµε πρώτα αν το όριο

lim
n→∞

log(n+1)

np

υπάρχει. Θεωρώντας τη συνεχή περίπτωση µε x στη ϑέση του n ϐλέπουµε ότι το

όριο είναι της µορφής ∞/∞, και ότι ο αριθµητής log(x +1) και ο

παρονοµαστής x
p είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις, έτσι από τον κανόνα του

L’ Hospital παίρνουµε

lim
x→∞

log(x +1)

xp
= lim

x→∞
1/(x +1)

pxp−1
= lim

x→∞
1

pxp−1(x +1)
.
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Ακολουθίες και L’ Hospital

Παράδειγµα (συνέχεια)

Αν p ≥ 1 το παραπάνω όριο είναι ίσο µε µηδέν, ενώ αν 0< p < 1 έχουµε για

x > 0

0≤ 1

pxp−1(x +1)
≤ 1

pxp−1x
= 1

pxp
.

Το δεξί µέλος της ανισότητας τείνει στο 0 καθώς x →+∞, αφού p > 0, έτσι

τελικά έχουµε για 0< p < 1

lim
x→∞

log(x +1)

xp
= lim

x→∞
1

pxp−1(x +1)
= 0.

΄Ετσι τελικά και σε συνδυασµό µε τη συνέχεια της εκθετικής συνάρτησης

f(x)= a
x , a > 0 παίρνουµε

lim
n→∞

( log(n+1)

np

)q

=
(
lim

n→∞
log(n+1)

np

)q

= 0
q = 0.
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