
Μαθηµατικά Ι

∆ιάλεξη 7

Παράγωγοι Συναρτήσεων

Ε. Στεφανόπουλος

Τµήµα Μηχανικών Η/Υ & Πληροφορικής, Πανεπιστήµιο Πατρών

21 Νοεµβρίου 2019

Παράγωγοι Νοέµβριος 2019 1 / 22



Η παράγωγος συνάρτησης

Αν η συνάρτηση f είναι ορισµένη σε κάποιο διάστηµα (a,b) και x0 ∈ (a,b) το

πηλίκο διαφορών

∆y

∆x
:= f(x0 +∆x)− f(x0)

(x0 +∆x)− x0

= f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
(1)

εκφράζει τη µέση µεταβολή της εξαρτηµένης µεταβλητής y = f(x) προς την

ανεξάρτητη x στο x0 καθώς αυτή µεταβάλεται από x0 σε x0 +∆x . Γεωµετρικά το

πηλίκο αυτό είναι η κλίση της ευθείας δια των (x0, f(x0)) και (x0+∆x, f(x0+∆x)).

x0 x0 +∆x

(x0, f(x0))

(x0 +∆x, f(x0 +∆x))

f(x)
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Η παράγωγος συνάρτησης

Ορισµός

Αν f είναι µια συνάρτηση ορισµένη σε κάποιο διάστηµα (a,b) και x0 ∈ (a,b) ϑα

λέµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη ή διαφορίσιµη στο x = x0 αν το όριο

f
′(x0) := lim

h→0

f(x0 +h)− f(x0)

h

υπάρχει, είναι δηλαδή πραγµατικός αριθµός. Το όριο f
′(x0) λέγεται παράγωγος

της fff στο x0x0x0. Εάν το όριο αυτό δεν υπάρχει ή είναι ίσο µε +∞ ή −∞ ϑα λέµε ότι

η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0.
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Η παράγωγος συνάρτησης

Θεώρηµα

Αν η f είναι µια συνάρτηση ορισµένη σε κάποιο διάστηµα (a,b) και είναι

παραγωγίσιµη στο x0 ∈ (a,b) τότε είναι συνεχής στο x0.

Ορισµός (Πλευρικές παράγωγοι)

Αν f είναι µια συνάρτηση ορισµένη σε κάποιο διάστηµα (a,b) και x0 ∈ (a,b), η

παράγωγος από αριστερά της f στο x0 ορίζεται να είναι το όριο

f
′
−(x0)= lim

h→0−
f(x0 +h)− f(x0)

h

εφόσον αυτό υπάρχει. ΄Οµοια η παράγωγος από δεξιά της f στο x0 ορίζεται να

είναι το όριο

f
′
+(x0)= lim

h→0+
f(x0 +h)− f(x0)

h

εφόσον αυτό υπάρχει.
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Η παράγωγος συνάρτησης

• Σηµειώνουµε ότι η παράγωγος της f στο x0 υπάρχει αν και µόνο αν f
′−(x0) =

f
′+(x0). Αν η f ορίζεται στο κλειστό διάστηµα [a,b] ϑα λέµε ότι είναι παραγωγίσιµη

στο διάστηµα αυτό αν είναι παραγωγίσιµη στο (a,b) και οι πλευρικές παράγωγοι

f
′+(a) και f

′−(b) υπάρχουν, σαν πραγµατικοί αριθµοί.

• Εάν µια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο ενός διαστήµατος

(a,b) ϑα λέµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη ή διαφορίσιµη στο διάστηµα (a,b).

Στη περίπτωση αυτή η σχέση

f
′(x)= lim

h→0

f(x +h)− f(x)

h

παράγει µια νέα συνάρτηση την f
′ η οποία ορίζεται σε κάθε σηµείο του (a,b)

και λέγεται παράγωγος της fff στο (a,b)(a,b)(a,b).
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Η παράγωγος συνάρτησης

Παράδειγµα

Να ϐρεθεί, αν αυτή υπάρχει, η παράγωγος της f(x)= x
2 στο x = x0.

Η f ορίζεται για κάθε x ∈R οπότε διαµορφώνοντας το πηλίκο διαφορών

f(x0 +h)− f(x0)

h
= (x0 +h)2 − x

2
0

h
= h(2x0 +h)

h
= 2x0 +h

ϐλέπουµε ότι το όριο καθώς h→ 0 υπάρχει και

lim
h→0

f(x0 +h)− f(x0)

h
= lim

h→0
(2x0 +h)= 2x0,

συνεπώς f
′(x0)= 2x0.

Επειδή το x0 είναι τυχαίο συµπεραίνουµε ότι η συνάρτηση f(x)= x
2 είναι παρα-

γωγίσιµη σε όλο το R και f
′(x)= 2x , ισοδύναµα (x2)′ = 2x .
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Η παράγωγος συνάρτησης

Γεωµετρική σηµασία της παραγώγου

Από τον ορισµό της παραγώγου έπεται ότι η παράγωγος f
′(x0) είναι η κλίση της

εφαπτόµενης ευθείας στο σηµείο (x0, f(x0)) στο γράφηµα της y = f(x).

x1x2x3x0

y0

(x1,y1)

(x2,y2)

(x2,y0)

x

y

y = f(x)

`1

`2

`3

Σχήµα: Η εφαπτόµενη ευθεία στη γραφική παράσταση της f στο (x0,y0), σαν όριο των

ευθειών `1, `2, `3, . . . µε κλίσεις, αντίστοιχα, (yk −y0)/(xk − x0), k = 1,2,3, . . .
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Η παράγωγος συνάρτησης

Γεωµετρική σηµασία της παραγώγου (συνέχεια)

΄Ετσι αν (x,y) είναι ένα σηµείο της ευθείας αυτής τότε

f
′(x0)=

y − f(x0)

x − x0

κατά συνέπεια η εξίσωση της εφαπτόµενης ευθείας στο σηµείο (x0, f(x0)) είναι

y − f(x0)= f
′(x0)(x − x0). (2)

Φυσική σηµασία της παραγώγου

Το πηλίκο διαφορών στην (1) είναι πηλίκο µεταβολών κατά συνέπεια εκφράζει το

µέσο ϱυθµό µεταβολής. ΄Ετσι αν το όριο του πηλίκου καθώς ∆x → 0 υπάρχει αυτό

είναι ο ϱυθµός µεταβολής ως πρός x στο x0 της ποσότητας που περιγράφεται

από τη συνάρτηση y = f(x).
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Η παράγωγος συνάρτησης

Παράδειγµα

Η f(x)=p
x ορίζεται για x ≥ 0. Εξετάζουµε κατά πόσον η f είναι παραγωγίσιµη.

Για x > 0 και x +h≥ 0 υπολογίζουµε

p
x +h−p

x

h
= (

p
x +h−p

x)(
p

x +h+p
x)

h(
p

x +h+p
x)

= x +h− x

h(
p

x +h+p
x)

= 1p
x +h+p

x

έτσι

lim
h→0

p
x +h−p

x

h
= lim

h→0

1p
x +h+p

x

= 1

2
p

x

συνεπώς η f(x)=p
x είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞) και f

′(x)= 1/(2
p

x).

Υπολογίζουµε την δεξιά παράγωγο της f στο x = 0, f
′+(0). Για h> 0

p
0+h−p

0

h
=

p
h

h
= 1p

h

⇒ f
′
+(0)= lim

h→0+
1p
h

=+∞.

Συµπέρασµα : η εφαπτόµενη ευθεία στο γράφηµα της f στο (0,0) είναι κάθετη

στον x-άξονα, είναι δηλαδή ο y-άξονας.
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Η παράγωγος συνάρτησης

Παράδειγµα

∆είχνουµε ότι η f(x)= sinx είναι παραγωγίσιµη στο R και f
′(x)= cosx .

Παρατηρούµε ότι

sin(x +h)− sinx

h
= sinx cosh+cosx sinh− sinx

h

= sinx

(cosh−1

h

)
+cosx

sinh

h
.

Τα όρια στο δεξί µέλος, καθώς h→ 0, υπάρχουν, για κάθε x ∈R, εποµένως

υπάρχει και αυτό στο αριστερό µέλος, κατά συνέπεια η sinx είναι παραγωγίσιµη

στο R. Επιπλέον

sin′ x = lim
h→0

sin(x +h)− sinx

h

= sinx lim
h→0

(cosh−1

h

)
+cosx lim

h→0

sinh

h

= sinx ·0+cosx ·1= cosx.
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Η παράγωγος συνάρτησης

Παράδειγµα

∆είχνουµε ότι η f(x)= expx = e
x είναι παραγωγίσιµη στο R και f

′(x)= e
x ,

δηλαδή exp′ x = expx για κάθε x ∈R.

Για x και h στο R, διαµορφώνοντας το πηλίκο διαφορών

exp(x +h)−expx

h
= e

x+h −e
x

h
= e

x(eh −1)

h

συµπεραίνουµε, ϐλέπε Παράδειγµα 8.16 από τις σηµειώσεις, ότι το όριο του

πηλίκου διαφορών καθώς h→ 0 υπάρχει και

lim
h→0

exp(x +h)−expx

h
= e

x lim
h→0

e
h −1

h
= e

x
1= e

x ,

κατά συνέπεια (ex)′ = e
x .

Παράδειγµα 8.16. (Σηµειώσεις)

lim
x→0

e
x −1

x
= 1.
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Η παράγωγος συνάρτησης

Παράγωγοι υψηλότερης τάξης

΄Ενας άλλος συµβολισµός για την παράγωγο, ο οποίος υπαγορεύεται από την

(1), είναι

dy

dx
= f

′(x)= lim
∆x→0

f(x0 +∆x)− f(x0)

∆x
= lim
∆x→0

∆y

∆x
.

Το σύµβολο αυτό για την παράγωγο εισήγαγε ο Leibniz. Αν y = f(x) γράφουµε

επίσης

y
′ = f

′(x)= dy

dx
= df

dx
= d

dx
f(x).

• Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 ή σε κάποιο διάστηµα

και η f
′ είναι παραγωγίσιµη στο x0 ή σε κάποιο διάστηµα την (f ′)′(x0), ή (f ′)′

λέµε δεύτερη παράγωγο της f και τη συµβολίζουµε, απλούστερα, µε f
′′. ΄Οµοια,

εφόσον αυτή υπάρχει, η f
′′′ = (f ′′)′ είναι η τρίτη παράγωγος της f . Γενικότερα

η f
(k) = (f (k−1))′ είναι η kkk-τάξης παράγωγος της f . Ορίζουµε f

(0) = f . Με τον

συµβολισµό του Leibniz γράφουµε για τις f
′, f

′′, f
′′′, . . .

df

dx
,

d

dx

(
df

dx

)
= d

2
f

dx2
,

d

dx

(
df

2

dx2

)
= d

3
f

dx3
, . . .
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Κανόνες παραγώγισης

Θεώρηµα

Εάν οι f και g είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις τότε εκεί που και οι δύο

παράγωγοι υπάρχουν

(1) (λf(x)+µg(x))′ =λf
′(x)+µg

′(x), για κάθε λ και µ στο R.

(2) (f(x)g(x))′ = f
′(x)g(x)+ f(x)g′(x).

(3)

(
f(x)

g(x)

)′
= f

′(x)g(x)− f(x)g′(x)
g2(x)

, εκεί όπου g(x) 6= 0.

Θεώρηµα (Κανόνας της αλυσίδας)

Εάν οι f και g είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις και η f ◦g ορίζεται τότε

(f ◦g)′(x)= f
′(g(x))g′(x).

Θέτοντας y = (f ◦g)(x) και u = g(x) ο κανόνας της παραγώγου αποδίδεται σαν

dy

dx
= dy

du

du

dx
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Κανόνες παραγώγισης

Θεώρηµα

Εάν οι f είναι παραγωγίσιµη και η f
−1

υπάρχει τότε η f
−1

είναι παραγωγίσιµη και

(f−1)′(x)= 1

f ′(f−1(x))

εκεί όπου f
′(f−1(x)) 6= 0.

Παράδειγµα

Για x > 0, από το παραπάνω ϑεώρηµα έχουµε

log′ x = 1

exp′(logx)
= 1

exp(logx)
= 1

x
.
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Κανόνες παραγώγισης

Παράγωγοι βασικών συναρτήσεων

1

d

dx
c = 0, c = σταθερά.

2

d

dx
x

n = nx
n−1, n ∈N.

3

d

dx
sinx = cosx .

4

d

dx
cosx =−sinx .

5

d

dx
tanx = sec2

x .

6

d

dx
cotx =−csc2

x .

7

d

dx
e

x = e
x

.

8

d

dx
logx = 1

x
.

9

d

dx
a

x = a
x loga, a > 0, a 6= 1.

10

d

dx
log

a
x = 1

x

1

loga
= 1

x
log

a
e.

11

d

dx
x

r = rx
r−1, r ∈R, x > 0.

12

d

dx
x

x = x
x(logx +1), x > 0.

13

d

dx
sin−1

x = 1p
1− x2

.

14

d

dx
cos−1

x =− 1p
1− x2

.

15

d

dx
tan−1

x = 1

1+ x2
.

16

d

dx
cot−1

x =− 1

1+ x2
.
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Κανόνες παραγώγισης

Παράδειγµα

Θεωρούµε την συνάρτηση f(x)= log |x|, x 6= 0. ∆είχνουµε ότι είναι

παραγωγίσιµη στο πεδίο ορισµού της και

(log |x|)′ = 1

x
, x 6= 0.

Πράγµατι αν x > 0, τότε f(x)= logx και f
′(x)= 1/x .

Αν x < 0, τότε f(x)= log(−x) οπότε η f σαν σύνθεση παραγωγισίµων

συναρτήσεων είναι παραγωγίσιµη στο (−∞,0), επιπλέον από τον κανόνα της

αλυσίδας έχουµε

f
′(x)= (

log′(−x)
)
(−x)′ = 1

−x
(−1)= 1

x
.

Η απόδειξη του ισχυρισµού είναι πλήρης.
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Κανόνες παραγώγισης

Παράδειγµα

∆είχνουµε ότι
d

dx
sin−1

x = 1p
1− x2

, −1< x < 1.

Η y = sin−1
x ορίζεται για −1≤ x ≤ 1 και είναι −π/2≤ y ≤π/2. Από τον κανόνα

της παραγώγου της αντίστροφης συνάρτησης παίρνουµε

d

dx
sin−1

x = 1

sin′(sin−1
x)

= 1

cos(sin−1
x)

που ορίζεται για sin−1
x 6= ±π/2, κατά συνέπεια για x ∈ (−1,1). Θέτοντας

ω= sin−1
x , έχουµε x = sinω και

cosω=
√

1− sin2ω=
√

1− x2

αφού ω ∈ (−π/2,π/2). Αντικαθιστώντας την έκφραση αυτή στον τύπο της

παραγώγου παίρνουµε το Ϲητούµενο.
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Κανόνες παραγώγισης

Πεπλεγµένη παραγώγιση

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε να λύσουµε το εξής πρόβληµα : Να ϐρεθεί η εξίσωση

της εφαπτοµένης του κύκλου x
2+y

2 = 8 στο σηµείο (2,2). Σύµφωνα µε ό,τι γνω-

ϱίζουµε πρέπει να ϐρούµε τη συνάρτηση y = f(x) το γράφηµα της οποίας είναι το

τµήµα του κύκλου που µας ενδιαφέρει (ο κύκλος δεν είναι γραφική παράσταση

συνάρτησης) και έπειτα να υπολογίσουµε την παράγωγο της f στο σηµείο (2,2) η

οποία ϑα µας δώσει την κλίση της εφαπτόµενης ευθείας. Λύνοντας την εξίσωση

ως προς y ϐρίσκουµε

y
2 = 8− x

2 ⇒ y =±
√

8− x2

απ΄ όπου επιλέγουµε y = f(x) =
p

8− x2 αφού για x = 2 πρέπει να είναι y = 2.

΄Ετσι ϐρίσκουµε

f
′(x)= −xp

8− x2
οπότε f

′(2)=−1

οπότε η εξίσωση της εφαπτόµενης ευθείας είναι

y −2=−1(x −2)⇒ y = 4− x.
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Κανόνες παραγώγισης

Πεπλεγµένη παραγώγιση (συνέχεια)

Προσπαθώντας να γενικεύσουµε το πρόβληµα, παρατηρούµε ότι η συνάρτη-

ση που µας ενδιαφέρει δίνεται σε πεπλεγµένη µορφή µέσω µιας εξίσωσης

F(x,y)= 0, όπου F(x,y)= x
2+y

2−8. Υποθέτοντας ότι η µεταβλητή y είναι παρα-

γωγίσιµη συνάρτηση του x σε κάποιο διάστηµα γύρω από το x = 2 µπορούµε να

παραγωγίσουµε την εξίσωση x
2 + y

2 = 8 και από τη σχέση που ϑα προκύψει να

ϐρούµε την παράγωγο στο x = 2. ΄Ετσι έχουµε

d

dx
(x2 +y

2)= d

dx
8⇒ 2x +2yy

′ = 0 (3)

απ΄ όπου για x = 2 και y = 2 ϐρίσκουµε 4+4y
′(2)= 0, δηλαδή y

′(2)=−1, έτσι

y −2=−1(x −2), ή y = 4− x.

Σηµειώνουµε ότι από την (3) µπορούµε να γράψουµε, εκεί όπου y 6= 0,

dy

dx
=− x

y
.

Η διαδικασία που ακολουθήσαµε για να υπολογίσουµε την παράγωγο, λέγεται

πεπλεγµένη παραγώγιση.
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Κανόνες παραγώγισης

΄Ασκηση

Να ϐρεθούν τα σηµεία στο γράφηµα της 3x
2 +4y

2 +3xy = 24 στα οποία η

εφαπτόµενη ευθεία είναι οριζόντια.

΄Ασκηση

∆είξτε ότι οι εφαπτόµενες ευθείες στα αντιδιαµετρικά σηµεία της έλλειψης

(x −p)2

a2
+ (y −q)2

b2
= 1

είναι παράλληλες. Υπόδειξη: Τα αντιδιαµετρικά σηµεία της έλλειψης, όλα εκτός

από ένα Ϲευγάρι, είναι τοµές της ευθείας µε εξίσωση y =m(x −p)+q, m ∈R
και της έλλειψης.

΄Ασκηση

∆είξτε ότι

d

dx
arctanx = 1

1+ x2
, −∞< x <+∞.
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Κανόνες παραγώγισης

Ορισµός

Μια εξίσωση η οποία περιέχει µια άγνωστη συνάρτηση όπως και παραγώγους

αυτής λέγεται (συνήθης) διαφορική εξίσωση.

Για παράδειγµα η

(1+ x
2)y ′ = k

όπου k = σταθερά, είναι µια διαφορική εξίσωση. Οι συναρτήσεις y που ικανο-

ποιούν την εξίσωση λέγεται λύση της εξίσωσης. ΄Ετσι γράφοντας την εξίσωση

ως

y
′ = k

1+ x2

από την προηγούµενη άσκηση ϐρίσκουµε

y
′ = k(tan−1(x))′ ⇒ y = k tan−1

x +c,

όπου c είναι µια αυθαίρετη σταθερά. ΄Ετσι οι λύσεις της εξίσωσης είναι οι

(άπειρες το πλήθος) y = k tan−1
x +c, µε c ∈R.
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Κανόνες παραγώγισης

Παράδειγµα

Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης y
′− ky = 0, όπου

k = σταθερά.

Παράδειγµα

Να ϐρεθούν όλες οι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης yy
′+ kx = 0, όπου

k = σταθερά.

Με χρήση των νόµων των παραγώγων η εξίσωση γράφεται(
y

2

2

)′
+ k

(
x

2

2

)′
= 0(

y
2

2
+ k

x
2

2

)′
= 0

εποµένως

y
2

2
+ k

x
2

2
= c ή y

2 + kx
2 =C

όπου C = 2c είναι µια σταθερά. Κατά συνέπεια οι λύσεις της εξίσωσης περιέχο-

νται (πεπλεγµένα) στις ‘‘καµπύλες’’ y
2 + kx

2 =C.
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