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1. Χαρακτηρίστε ως προς την γραµµικότητα και τη ΦΕΦΕ ευστάθεια τα ακόλουθα
συστήµατα:

y[n] = nx[n]

y[n] = rnx[n], r ∈ R
y(t) = x(t)x(t− 1)

2. ΄Ενα ΓΧΑ σύστηµα διακριτού χρόνου περιγράφεται από την ακόλουθη εξίσωση
διαφορών:

y[n] =
1

3
(x[n] + x[n− 1] + x[n− 2]).

(α) Προσδιορίστε την κρουστική απόκριση του συστήµατος και αποδείξετε οτι
αυτό είναι ΦΕΦΕ ευσταθές.

(β) Υπολογίστε την απόκριση συχνότητας H(ejω) του συστήµατος και χαρακτη-
ϱίστε το από αυτήν.

(γ) Σχεδιάστε το µέτρο και τη ϕάση της απόκρισης συχνότητας (χρησιµοποιήστε
τις συναρτήσεις plot(), abs(), angle() και unwrap() του MATLAB).

(δ) Ποιές συχνότητες του σήµατος εισόδου διατηρεί το παραπάνω σύστηµα;

3. ΄Ενα ΓΧΑ σύστηµα διακριτού χρόνου περιγράφεται από την ακόλουθη εξίσωση
διαφορών:

y[n] = x[n]− 1

2
x[n+ 1]− 1

2
x[n− 1].

(α) Υπολογίστε την απόκριση συχνότητας H(ejω) του συστήµατος.

(β) Σχεδιάστε το µέτρο και τη ϕάση της απόκρισης συχνότητας (χρησιµοποιήστε
πάλι τις συναρτήσεις plot(), abs(), angle() και unwrap() του MATLAB).

(γ) Ποιές συχνότητες του σήµατος εισόδου διατηρεί το παραπάνω σύστηµα;

(δ) Υπολογίστε και σχεδιάστε την έξοδο του συστήµατος για την παρακάτω είσοδο

x[n] = (cos(
π

4
n)− sin(π

2
n) + (

−1
2

)n)u[n].

4. Στην είσοδο ενός ΓΧΑ συστήµατος διακριτού χρόνου µε κρουστική απόκριση:

h[n] = αnu[n], 0 < α < 1,

οδηγούµε το σήµα:
x[n] = βn(u[n]− u[n− 10])

όπου u[n] η ϐηµατική ακολουθία.

(α) Υπολογίστε την έξοδο του συστήµατος.

(ϐ) Θεωρήστε α = 2, β = 3
4 και σχεδιάστε το σήµα εισόδου, την κρουστική

απόκριση και την έξοδο του συστήµατος για το χρονικό διάστηµα 0 ≤ n ≤ 50.

5. Χρησιµοποιώντας ιδιότητες της ιδιάζουσας κατανοµής δ(t), να αποδειχθούν τα
ακόλουθα:

(α) η ιδιάζουσα κατανοµή δ(t) είναι άρτια

(ϐ) δ(t) = u(1)(t) όπου u(t) η ϐηµατική συνάρτηση
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(γ) αν tf(t) = tg(t) µε f(t), g(t) κατανοµές, τότε f(t) = g(t) + λδ(t), λ ∈ R.

6. Χρησιµοποιώντας ιδιότητες της ιδιάζουσας κατανοµής δ(t), να υπολογιστούν τα
ολοκληρώµατα:

I1 =

∫ ∞
−∞

(t2 + sin(
πt

4
) + 2)δ(t− 4)dt

I2 =

∫ ∞
−∞

e(t
2−2)δ(t+

√
2)dt

I3 =

∫ ∞
0

et
2

δ(t+ 2
√
2)dt

I4 =

∫ ∞
−∞

e2tsin(4t)δ(2)(t)dt

I5 =

∫ ∞
−∞

(t3 + 2t+ 3)(δ(1)(t− 1) + 2δ(2)(t− 2))dt

I6 =

∫ 2

0

e2tδ(2t− 3)dt.

7. ΄Ενα ΓΧΑ σύστηµα συνεχούς χρόνου έχει την ακόλουθη κρουστική απόκριση

h(t) = δ(t− 3)− e−7(t−3)u(t− 3).

(α) Υπολογίστε την απόκριση συχνότητας του συστήµατος.

(β) Σχεδιάστε το µέτρο και τη ϕάση της απόκρισης συχνότητας (χρησιµοποιήστε
τις γνωστές συναρτήσεις plot(), abs(), angle() και unwrap() του MATLAB).

(γ) Υπολογίστε την έξοδο του συστήµατος, αν εφαρµόσουµε στην είσοδο το σήµα

x(t) = 7 + 7cos(2t+
π

2
),

(γ.1) ϑεωρητικά και
(γ.2) χρησιµοποιώντας την συνάρτηση int()2 του περιβάλλοντος Symbolic Ma-

th3 του MATLAB4.

Σχολιάστε τα αποτελέσµατά σας.

8. Υποθέστε ότι οι αριθµοί xi, i = 1, 2 εκφράζονται σε αριθµητικό σύστηµα ϐάσης B
ως ακολούθως

xi =

N−1∑
n=0

di(n)B
n, i = 1, 2.

Εκφράστε τους συντελεστές του γινοµένου των δύο αριθµών και προτείνετε τρόπο
υπολογισµού τους. Υλοποιήστε τον αλγόριθµό σας στο MATLAB.

2Η συνάρτηση υπολογίζει το αόριστο (ορισµένο) ολοκλήρωµα του σήµατος x(t) ως προς τη συµβολική
µεταβλητή t αν δεν ορίζεται (ορίζεται) το διάστηµα ολοκλήρωσής της. Για να δηλώσουµε την µεταβλητή t ως
συµβολική αρκεί να γράψουµε sym(’t’) ή syms t στη γραµµή εντολών.

3Ενδιαφέρουσες (και πολλές ϕορές πολύ χρήσιµες) είναι και οι συναρτήσεις pretty(), symplify(), limit() και
subs(). Καταννοήστε την λειτουργία τους.

4Γράφοντας στη γραµµή εντολών του MATLAB help και το όνοµα µιας συνάρτησης, εργαλειοθήκης, κλπ.,
µας επιστρέφει σχετικές πληροφορίες για την αντίστοιχη συνάρτηση, εργαλειοθήκη
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(α) (ϐ)

9. Υποθέστε ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το γινόµενο των παρακάτω ϱητών συναρ-
τήσεων

H1(z) =
3z−2 + 22z−1 + 27

z−4 + 5z−3 + 13z−2 + 19z−1 + 10

H2(z) =
3z−6 + 16z−5 + 53z−4 + 38z−3 − 55z−2 − 10z−1 + 13

z−5 + 6z−4 + 22z−3 + 30z−2 + 13z−1
.

Πώς µπορούµε να πετύχουµε το σκοπό µας χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση conv()
του MATLAB; Με τι ορίσµατα ϑα πρέπει να την καλέσουµε και πόσες ϕορές;

10. Θεωρήστε το σύστηµα διακριτού χρόνου µε την ακόλουθη κρουστική απόκριση:

h(n) =

 1 n = 0
−1 n = 1
0 αλλού.

(α) Υπολογίστε (ϑεωρητικά και χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση freqz()) και σχε-
διάστε την απόκριση συχνότητας του συστήµατος. Χαρακτηρίστε την λειτουρ-
γία του.

(β) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση imread() του MATLAB ϕορτώστε την εικόνα
photo.jpg (Εικόνα (α) του σχήµατος) στην µεταβλητή I και δείτε την χρησι-
µοποιώντας τη συνάρτηση imagesc().

(γ) Χρησιµοποιώντας κατάλληλα τη συνάρτηση filter() δηµιουργήστε µια συνάρ-
τηση που ϑα υπολογίζει (προσεγγιστικά) και ϑα επιδεικνύει τις ακόλουθες
ποσότητες :

∂I(x, y)

∂x
,
∂I(x, y)

∂y
,
∂2I(x, y)

∂x2
,
∂2I(x, y)

∂y2
,
∂2I(x, y)

∂x∂y
,
∂2I(x, y)

∂y∂x
.

Ποιά η ϕυσική σηµασία των παραπάνω ποσοτήτων; Ορίστε νέες ποσότητες,
ϐασιζόµενες σε αυτές, που ϑα µπορούσαν να χαρακτηρίσουν περιοχές (ή
µεµονωµένα σηµεία της εικόνας).

(δ) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση filter2() του MATLAB δείτε και χαρακτηρίστε
την επίδραση του διδιάστατου ΓΧΑ συστήµατος µε κρουστική απόκριση

h(n1, n2) =

{
(2N + 1)−2 0 ≤ n1 ≤ 2N, 0 ≤ n2 ≤ 2N

0 αλλού

στην εικόνα. ∆οκιµάστε διάφορες τιµές του N . ∆ικαιολογήστε τα αποτελέ-
σµατά σας.
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(ε) Επαναλάβετε τα του Ερωτήµατος (δ) στην εικόνα photo-deg.jpg (Εικόνα (ϐ)
του σχήµατος) η οποία έχει υποβαθµιστεί από κρουστικό ϑόρυβο (γνωστός ως
salt and peper noise). Καταγράψτε τα σχόλιά σας.

(στ ) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση medfilt2() του MATLAB δείτε και χαρακτη-
ϱίστε την επίδραση, στην παραπάνω εικόνα, του ακόλουθου διδιάστατου συ-
στήµατος5

I(n1, n2) = median(I(n,m)), n1−N ≤ n ≤ n1+N, n2−N ≤ m ≤ n2+N.

∆οκιµάστε6 διαφορετικές τιµές του N . ∆ικαιολογήστε τα αποτελέσµατά σας.

11. Θεωρήστε το ακόλουθο αριθµήσιµο σύνολο γραµµικά ανεξάρτητων συναρτήσεων:

{φk(t)}Nk=1, t ∈ I ⊂ R.

Κατασκευάστε ένα ¨ορθοκανονικό¨ σύνολο που ϑα ϐασίζεται στο παραπάνω και το
οποίο ϑα περιγράφει τον ίδιο χώρο συναρτήσεων µε αυτό.

12. Θεωρήστε ότι ϑέλετε να σχεδιάσετε ένα σύστηµα διακριτού χρόνου το οποίο ϑα
διορθώνει παραµόρφωση ηχούς που προκλήθηκε κατά τη µετάδοση των δεδοµέ-
νων που εκφράζονται από το σήµα διακριτού χρόνου x[n]. Υποθέστε ότι η παρα-
πάνω παραµόρφωση εκφράζεται από τον όρο αx[n−1] και εµφανίζεται προσθετικά
στην έξοδο του συστήµατος, δηλαδή:

y[n] = x[n] + αx[n− 1], α ∈ R.

Προσδιορίστε ένα αιτιατό αντίστροφο σύστηµα το οποίο ϑα ανακτά τα δεδοµένα
x[n] από το σήµα y[n] και αναφέρετε κάτω από ποιές προϋποθέσεις µπορεί να
επιτευχθεί αυτό.

13. Με τη ϐοήθεια της συνάρτησης wavrecord()7 του MATLAB, δηµιουργήστε ένα
σήµα οµιλίας της αρεσκείας σας.

(α) Χρησιµοποιώντας τη συνάρτηση wavplay() του MATLAB, µπορείτε να ακού-
σετε το σήµα σας. Ακούστε το σήµα σας χρησιµοποιώντας µια τιµή της
συχνότητας δειγµατοληψίας :

(α.1) µεγαλύτερη από αυτήν που χρησιµοποιήσατε κατά την καταγραφή του
σηµάτος σας και

(α.2) µικρότερη από αυτήν που χρησιµοποιήσατε κατά την καταγραφή του
σηµάτος σας.

∆ικαιολογήστε τα ακουστικά αποτελέσµατα του πειράµατός σας.
(β) Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες διαµόρφωσης και συχνοτικής ολίσθησης του

Μετασχηµατισµού Fourier, υλοποιήστε ένα στοιχειώδες σύστηµα ¨ποµπού-
δέκτη¨ στο οποίο ϑα εκπέµπεται ταυτόχρονα το ίδιο σήµα σε ¨δέκτες¨ που
συντονίζονται σε διαφορετικές συχνότητες.

5Το σύστηµα αυτό ονοµάζεται ϕίλτρο ενδιάµεσης τιµής (median filter) και έχει την δυνατότητα να αποκόπτει
τον κρουστικό ϑόρυβο και να διατηρεί τις απότοµες αλλαγές του σήµατος. Ανήκει σε µια µεγάλη κατηγορία µη-
γραµµικών συστηµάτων (αποδείξετε το) που είναι γνωστά ως ϕίλτρα ταξινοµηµένων δειγµάτων (order statistics).

6Η ενδιάµεση τιµή (median) ενός καταλόγου M αριθµών υπολογίζεται ως εξής. Πρώτα ταξινοµούµε τον
κατάλογο και στη συνέχεια επιλέγουµε τον µεσαίο (αν το M είναι περιττός) ή την αριθµητική µέση τιµή των
δύο µεσαίων αριθµών (αν το M είναι άρτιος) του ταξινοµηµένου καταλόγου.

7Η τιµή του ορίσµατος εισόδου N καθορίζει την διάρκεια του σήµατος (σε πλήθος δειγµάτων), ενώ η
τιµή του ορίσµατος εισόδου fs την επιθυµητή συχνότητα δειγµατοληψίας (όσο µεγαλύτερη είναι αυτή η τιµή
τόσο πιο µικρή είναι η χρονική απόσταση µεταξύ διαδοχικών δειγµάτων του σήµατος). Στο πείραµά σας
χρησιµοποιήστε fs = 8KHz.


