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Σκοποί  ενότητας

• Δισδιάστατα σήματα & συστήματα

• Μετασχηματισμοί στο πεδίο των συχνοτήτων

• Η εικόνα στο πεδίο των συχνοτήτων
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Περιεχόμενα ενότητας

• Βασικοί ορισμοί δισδιάστατων σημάτων

• Σημαντικές ακολουθίες & ειδικές περιπτώσεις

• Μετασχηματισμοί στο πεδίο των συχνοτήτων

• Δισδιάστατος μετασχηματισμός Fourier

• Δισδιάστατος μετασχηματισμός Συνημιτόνου

• Η εικόνα στο πεδίο των συχνοτήτων

• Συνέλιξη στις δυο διαστάσεις

• Δισδιάστατα συστήματα
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Βασικοί Ορισμοί (1)
Κάθε εικόνα είναι ένα δισδιάστατο (2‐D) σήμα.

• Αναλογική εικόνα:

• Ψηφιακή εικόνα:

   2121 ,     ,, ttttx

 21212121 ,,,    ,,   ,, TTnnRTTZnn

    ,,, 221121 TnTnxQnnx a
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Βασικοί Ορισμοί (2)
Ένα διακριτό δισδιάστατο σήμα 
έχει την μορφή πίνακα και 
στην γενική του μορφή 
δηλώνεται ως:

Συνήθως όμως το πεδίο 
ορισμού είναι πεπερασμένο:

Γραφική απεικόνιση δισδιάστατου 
σήματος

   2121 ,     ,, nnnnx

  221121 0    ,0     ,, NnNnnnx 
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Σημαντικές ακολουθίες (1)

Μοναδιαίος (κρουστικός) παλμός:

Μοναδιαίο βήμα:

Εκθετική ακολουθία:

   
αλλού    ,0

0,    ,1
, 21

21


 


nn

nn

   
αλλού    ,0

0,    ,1
, 21

21


 


nn

nnu

   2121 ,   ,, 21 nnbannx nn
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Σημαντικές ακολουθίες (2)
 μοναδιαίος παλμός

μοναδιαίο βήμα 

 παλμός στήλης

παλμός γραμμής 

δ(n1,n2)

n1

n2

u(n1,n2)

n1

n2

δ(n2)

n1

n2

δ(n1)

n1

n2



8

Ειδικές περιπτώσεις (1)
Διαχωρίσιμες ακολουθίες: μία 2‐D ακολουθία 
ονομάζεται  διαχωρίσιμη εάν μπορεί να γραφεί ως

Προφανώς έχει λιγότερους βαθμούς ελευθερίας

Ο μοναδιαίος παλμός και το μοναδιαίο βήμα είναι διαχωρίσιμες 
ακολουθίες.

     2121, ngnfnnx 

     2121, nnnn        2121, nununnu 
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Ειδικές περιπτώσεις (2)
Περιοδικά σήματα:

Μία 2‐D ακολουθία ονομάζεται ορθογώνια  περιοδική  με 
περίοδο  Ν1xΝ2 εάν ισχύει

Η στοιχειώδης περίοδος είναι το ορθογώνιο παραλληλόγραμμο 
0, ଵܰ ൈ 0, ଶܰ .
Η ορθογώνια περιοδικότητα είναι απλή αλλά δυστυχώς δεν 
μπορεί να καλύψει όλες τις περιπτώσεις περιοδικών 2‐D
σημάτων.

     22121121 ,,, NnnxnNnxnnx 
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Ειδικές περιπτώσεις (3)
Γενικός ορισμός περιοδικών 
σημάτων:  

Μία 2‐D ακολουθία ονομάζεται 
περιοδική εάν ισχύει:

   222121211121 ,, mNkNnmNkNnxnnx 

Έτσι ορίζεται περιοδική επέκταση σε οποιεσδήποτε κατευθύνσεις, όχι 
κατ’ ανάγκην ορθογώνιες.  

Η βασική περίοδος είναι το παραλληλόγραμμο που ορίζεται
από τα διανύσματα    Tii NNN 21 ,


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Μετασχηματισμοί στο πεδίο των 
συχνοτήτων 

• Συνήθεις μετασχηματισμοί: DFT, DCT, Wavelet
Γιατί οι μετασχηματισμοί είναι χρήσιμοι στην επεξεργασία 
εικόνας;

– Επεξεργασία στο πεδίο των συχνοτήτων.
• Φιλτράρισμα, αφαίρεση θορύβου, κυκλική μετατόπιση, 
συμπίεση, περιγραφή σχήματος

– Πλεονεκτήματα: μικρότερη υπολογιστική πολυπλοκότητα  
/  εναλλακτική ερμηνεία
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Δισδιάστατος Μετασχηματισμός 
Fourier (1)

Ο μετασχηματισμός Fourier δισδιάστατων σημάτων υπάρχει 
όταν η συνάρτηση είναι απόλυτα ολοκληρώσιμη και ορίζεται 
ως:

FT ܨ  : ଵܹ, ଶܹ ൌ ׬ ׬ ݂ ,ଵݐ ଶݐ ݌ݔ݁ െ݅ ଵܹݐଵ െ ݅ ଶܹݐଶ ଶݐଵ݀ݐ݀
ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ

IFT : f ,ଵݐ ଶݐ ൌ ଵ
ସగమ ׬ ׬ F ଵܹ, ଶܹ ݌ݔ݁ ݅ ଵܹݐଵ ൅ ݅ ଶܹݐଶ ݀ ଵܹ݀ ଶܹ

ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ
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Δισδιάστατος Μετασχηματισμός 
Fourier (2)

Στην περίπτωση διακριτών σημάτων χρησιμοποιείται ο 
διακριτός FT (DSFT – Discrete Space Fourier Transform)

FT διακριτού σήματος:

ܨ ଵܹ, ଶܹ ൌ ෍ ෍ ݂ ݊ଵ, ݊ଶ ݌ݔ݁ െ݅ݓଵ݊ଵ െ ଶ݊ଶݓ݅

ஶ

௡మୀିஶ

ஶ

௡భୀିஶ

IFT διακριτού σήματος:

f ,ଵݐ ଶݐ ൌ
1
ଶߨ4

න න F ଶݓ,ଵݓ ݌ݔ݁ ଵ݊ଵݓ݅ ൅ ଶ݊ଶݓ݅ ଶݓଵ݀ݓ݀
గ

ିగ

గ

ିగ
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Δισδιάστατος Μετασχηματισμός 
Fourier (3)

• Έστω μία ακολουθία  x(n1, n2) πεπερασμένης χωρικής 
επέκτασης. Τότε ο 2‐D DFT αυτής δίνεται από τις σχέσεις:

ܨ ଵܹ, ଶܹ ൌ ෍ ෍ ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ݌ݔ݁ െ݅
ଵ݇ଵ݊ߨ2

ଵܰ
െ ݅

ଶ݇ଶ݊ߨ2
ଶܰ

ேమିଵ

௡మୀ଴

ேభିଵ

௡భୀ଴

ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ൌ
1
ଵܰ ଶܰ

෍ ෍ ܺ ݇ଵ, ݇ଶ ݌ݔ݁ ݅
ଵ݇ଵ݊ߨ2

ଵܰ
൅ ݅

ଶ݇ଶ݊ߨ2
ଶܰ

ேమିଵ

௞మୀ଴

ேభିଵ

௞భୀ଴



15

Δισδιάστατος Μετασχηματισμός 
Fourier (4)

• Η σχέση του DFT με τον DSFT είναι η εξής:

Χ ݇ଵ, ݇ଶ ൌ Χ ଶݓ,ଵݓ |௪భୀమഏೖభಿభ
,௪మୀ

మഏೖమ
ಿమ

• Γρήγορος υπολογισμός του 2D‐DFT:
μπορεί να γίνει γρήγορα (μέσω 1D‐FFT) με την μέθοδο των 
γραμμών‐στηλών.

ܩ ݊ଵ, ݇ଶ ൌ ∑ ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ேܹమ
௡మ௞మேమିଵ

௡మୀ଴

ܺ ݇ଵ, ݇ଶ ൌ ∑ ܩ ݊ଵ, ݇ଶ ேܹభ
௡భ௞భேభିଵ

௡భୀ଴

όπου 	 ேܹ೗ ൌ ݌ݔ݁ െ݅ ଶగ
ே೗

, ݈ ൌ 1,2

δηλαδή ο DFT είναι μία 
δειγματοληψία του DSFT πάνω 
στον διπλό μοναδιαίο κύκλο.
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Δισδιάστατος Μετασχηματισμός 
Fourier (5)

Σημαντικές ιδιότητες του 2‐D DFT
1. Γραμμικότητα

ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ൌ ݒܽ ݊ଵ, ݊ଶ +bݓ ݊ଵ, ݊ଶ ↔ ܺ ݇ଵ, ݇ଶ ൌ ܸܽ ݇ଵ, ݇ଶ ൅ ܾܹ ݇ଵ, ݇ଶ

2. Κυκλική μετατόπιση
ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ൌ ݒ ݊ଵ െ ݉ଵ ௠௢ௗ	ேభ, ݊ଶ െ ݉ଶ ௠௢ௗ	ேమ ↔ 	ܺ ݇ଵ, ݇ଶ

ൌ ݌ݔ݁ െ݅
ଵ݉ଵ݇ߨ2

ଵܰ
െ ݅

ଶ݉ଶ݇ߨ2

ଶܰ
ܸ ݇ଵ, ݇ଶ

3. Διαχωρίσιμη ακολουθία

ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ൌ ݔ ݊ଵ	 ݔ ݊ଶ	 ⟷ X ݇ଵ, ݇ଶ ൌ ݔ ݇ଵ ݔ ݇ଶ
4. Θεώρημα Parseval

෍ ෍ ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ∗ݕ ݊ଵ, ݊ଶ

ேమିଵ

௡మୀ଴

ேభିଵ

௡భୀ଴

ൌ
1
ଵܰ ଶܰ

෍ ෍ ܺ ݇ଵ, ݇ଶ ܻ∗ ݇ଵ, ݇ଶ

ேమିଵ

௞మୀ଴

ேభିଵ

௞భୀ଴
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Δισδιάστατος Μετασχηματισμός 
Συνημίτονου (1)

DCT διακριτού σήματος:

ܥ ݇ଵ, ݇ଶ ൌ ෍ ෍ ݔ4 ݊ଵ, ݊ଶ ݏ݋ܿ
2݊ଵ ൅ 1 ݇ଵߨ

2 ଵܰ
ݏ݋ܿ

2݊ଶ ൅ 1 ݇ଶߨ
2 ଶܰ

ேమିଵ

௡మୀ଴

ேభିଵ

௡భୀ଴

IDCT διακριτού σήματος:

x ݊ଵ, ݊ଶ ൌ
ଵ

ேభேమ
∑ ∑ ଵݓ ݇ଵ ଶݓ ݇ଶ ܥ ݇ଵ, ݇ଶ ݏ݋ܿ

ଶ௡భାଵ ௞భగ
ଶேభ

ݏ݋ܿ ଶ௡మାଵ ௞మగ
ଶேమ

ேమିଵ
௞మୀ଴

ேభିଵ
௞భୀ଴

με ௟ݓ ݇௟ ൌ ൜1/2 ݇௟ ൌ 0
1 1 ൑ ݇௟ ൑ ௟ܰ െ 1 , 	݈ ൌ 1,2

Ο μετασχηματισμός DCT είναι διαχωρίσιμος.
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Δισδιάστατος Μετασχηματισμός 
Συνημίτονου (2)

• Υπολογισμός κατά γραμμές και στήλες

ܩ ݊ଵ, ݇ଶ ൌ 2 ෍ ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ݏ݋ܿ
2݊ଶ ൅ 1 ݇ଶߨ

2 ଶܰ

ேమିଵ

௡మసబ

ܥ ݇ଵ, ݇ଶ ൌ 2 ෍ ܩ ݊ଵ, ݇ଶ ݏ݋ܿ
2݊ଵ ൅ 1 ݇ଵߨ

2 ଵܰ

ேభିଵ

௡భసబ

• Υπολογισμός μέσω του DFT της ݕ ݊ଵ, ݊ଶ , η οποία προκύπτει 
από κατοπτρική επέκταση της x ݊ଵ, ݊ଶ σε περιοχή 2 ଵܰ ൈ 2 ଶܰ

ܥ ݇ଵ, ݇ଶ ൌ ଶܹேభ
௞భ/ଶ

ଶܹேమ
௞భ/ଶY ݇ଵ, ݇ଶ

όπου ேܹ೗ ൌ ݌ݔ݁ െ݅ ଶగ
ே೗

, ݈ ൌ 1,2
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Η μορφή της εικόνας στο πεδίο των 
συχνοτήτων (1)

Συχνοτικό περιεχόμενο του DFT (συγκέντρωση ενέργειας γύρω 
από το (0,0))

lenna Λογαριθμική απεικόνιση 
του πλάτους του DFT
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Η μορφή της εικόνας στο πεδίο των 
συχνοτήτων (2)

Παραδείγματα 
συγκέντρωσης 
της ενέργειας 

πάνω σε 
συγκεκριμένες 
διευθύνσεις
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Η μορφή της εικόνας στο πεδίο των 
συχνοτήτων (3)

• Συχνοτικό περιεχόμενο του DCT (συγκέντρωση ενέργειας στη 
μία γωνία)

lenna Γραμμική απεικόνιση του 
πλάτους του DCT
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Η μορφή της εικόνας στο πεδίο των 
συχνοτήτων (4)
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Η μορφή της εικόνας στο πεδίο των 
συχνοτήτων (5)

Λάθος συμπέρασμα:  Ο άνθρωπος μοιάζει πολύ με τον πίθηκο στο πεδίο συχνοτήτων

Σωστό συμπέρασμα:  Υπάρχει σημαντική πληροφορία που δεν είναι εύκολα 

απεικονίσιμη

Δίδαγμα:  Μην κάνεις πότε γνωριμίες στη βάση του πεδίου συχνοτήτων και μόνο
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Δισδιάστατα Συστήματα (1)
• Ένα δισδιάστατο διακριτό σύστημα ܶ . μετασχηματίζει ένα 

2‐D διακριτό σήμα εισόδου ݔ ݊ଵ, ݊ଶ σε ένα 2‐D διακριτό 
σήμα εξόδου y ݊ଵ, ݊ଶ 	

• Γραμμικό σύστημα:

• Χωρικά αμετάβλητο σύστημα:

• Επίσης, συνήθως τα 2‐D συστήματα  είναι μη‐αιτιατά.
 Θα μας απασχολήσουν κυρίως γραμμικά και χωρικά 
αμετάβλητα συστήματα

    2121 ,, nnxTnny 

     2121 xbTxaTbxaxT 

    22112211 ,, mnmnxTmnmny 
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Δισδιάστατα Συστήματα (2)
 Τα συστήματα ορίζονται από την κρουστική τους απόκριση.  

Η σχέση εισόδου‐εξόδου είναι

• FIR σύστημα: η h ݊ଵ, ݊ଶ έχει περιορισμένη περιοχή 
υποστήριξης 0 ൑ ݊ଵ ൑ ଵܰ, 0 ൑ ݊ଶ ൑ ଶܰ

• IIR σύστημα: η h ݊ଵ, ݊ଶ έχει άπειρη περιοχή υποστήριξης.

• Διαχωριζόμενο σύστημα: h ݊ଵ, ݊ଶ ൌ h ݊ଵ	 h ݊ଶ	

     212121 ,  ,, nnhnnxnny 
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Δισδιάστατα Συστήματα (3)
• BIBO (Bounded Input Bounded Output) συστήματα:

∀ ݊ଵ, ݊ଶ , 	 ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ൑ ܤ → ሖ:ܤ∃ ݕ ݊ଵ, ݊ଶ ൑ ሖܤ

• Ευσταθή συστήματα:

෍ ෍ ݄ ݊ଵ, ݊ଶ

ஶ

௡మୀିஶ

ஶ

௡భୀஶ

ൌ ܵ ൏ ∞

Τα FIR είναι εξ ορισμού ευσταθή συστήματα.



27

Συνέλιξη στις δύο διαστάσεις(1)
Η συνέλιξη είναι ιδιαίτερα χρήσιμη στην επεξεργασία εικόνας 

(π.χ. φιλτράρισμα).

• Κυκλική συνέλιξη:ݓ௖ ݊ଵ, ݊ଶ ൌ ݔ ݊ଵ, ݊ଶ ⊛⊛ ݕ ݊ଵ, ݊ଶ ⟷
௖ܹ ݇ଵ, ݇ଶ ൌ ܺ ݇ଵ, ݇ଶ Y ݇ଵ, ݇ଶ

• Γραμμική συνέλιξη:

x ݊ଵ, ݊ଶ 	 με περιοχή υποστήριξης ܴ௉భ,௉మ ൌ ሾ0, ଵܲሻ ൈሾ0, ଶܲሻ

ݕ ݊ଵ, ݊ଶ 	 με περιοχή υποστήριξης ܴொభ,ொమ ൌ ሾ0, ܳଵሻ ൈሾ0, ܳଶሻ

Η γραμμική συνέλιξη είναι:
௅ݓ ݊ଵ, ݊ଶ ൌ ∑ ∑ ݕ ݉ଵ,݉ଶ

ொమିଵ
௠మୀ଴ ݔ ݊ଵ െ ݉ଵ, ݊ଶ െ ݉ଶ

ொభିଵ
௠భୀ଴

με περιοχή υποστήριξης την ܴ௅భ,௅మ ൌ ሾ0, ଵܲ ൅ ܳଵ െ 1ሻ ൈሾ0, ଶܲ ൅ ܳଶ െ 1ሻ	
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Συνέλιξη στις δύο διαστάσεις(2)

 Έστω ότι επιλέγουμε περιοχή υποστήριξης με επέκταση 

ଵܰ ൈ ଶܰ, όπου   ௟ܰ ൒ ௟ܲ ൅ ܳ௟ െ 1 , ݈ ൌ 1,2, και επεκτείνουμε 
με μηδενικά τις ακολουθίες x ݊ଵ, ݊ଶ και y ݊ଵ, ݊ଶ ώστε να 
ορίζονται σε όλη την περιοχή με διαστάσεις  ଵܰ ൈ ଶܰ .

Τότε μπορεί εύκολα να δειχθεί ότι η κυκλική συνέλιξη και η 
γραμμική συνέλιξη των x ݊ଵ, ݊ଶ και y ݊ଵ, ݊ଶ ταυτίζονται.

 Όταν έχουμε συνέλιξη ακολουθίας x ݊ଵ, ݊ଶ με κρουστική 
απόκριση h ݊ଵ, ݊ଶ που είναι διαχωρίσιμη τότε η συνέλιξη 
αυτή μπορεί να πραγματοποιηθεί με τη μέθοδο γραμμών‐
στηλών. 



Τέλος Ενότητας
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Χρηματοδότηση
• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στo πλαίσιo του 

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο Πανεπιστήμιο Αθηνών» 
έχει χρηματοδοτήσει μόνο την αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού 
υλικού. 

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος 
«Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την 
Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς 
πόρους.
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Σημείωμα Ιστορικού Εκδόσεων Έργου
Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.0.  
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Σημείωμα Αναφοράς
Copyright Πανεπιστήμιο Πατρών, Κωνσταντίνος Μπερμπερίδης, 2015. 

«Ψηφιακή Επεξεργασία & Ανάλυση Εικόνας. Εισαγωγή». Έκδοση: 1.0. 

Πάτρα 2015. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: 
https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1033/.
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Σημείωμα Αδειοδότησης
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons 
Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής 
Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα 
κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους 
όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».                     

[1] http://creativecommons.org/licenses/by‐nc‐sa/4.0/ 

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:
• που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για 

το διανομέα του έργου και αδειοδόχο
• που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση 

στο έργο
• που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος 

(π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για 
εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.
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Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων
Το Έργο αυτό κάνει χρήση των ακόλουθων έργων:

• Ι. Πήτας, «Ψηφιακή Επεξεργασία Εικόνας», Θεσσαλονίκη, 2001


