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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας

Εύρεση Ιδιοτιµών & Ιδιοδιανυσµάτων

∆ιαγωνοποιήση Μητρώων

Συµµετρικά, Συµµετρικά και Θετικά Ορισµένα, ΄Οµοια Μητρώα

Ανάλυση Ιδιαζουσών Τιµών (SVD)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση
Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού
Συνοδευτικό µητρώο
Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω ϕασµατικού
αναπτύγµατος
Παραγοντοποιήσεις µητρώου

2 ∆ιάσπαση SVD
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Συζητάµε το Αλγεβρικό Πρόβληµα Ιδιοτιµών (ΑΠΙ)

1 Συναρτήσεις µητρώων.
2 ∆ιαγωνοποιήσιµα µητρώα.
3 Αναλλοίωτοι υπόχωροι.
4 Μετασχηµατισµοί οµοιότητας.
5 Παραγοντοποίηση Schur και αναγωγή µητρώων σε τριγωνική µορφή.
6 Φασµατικές ιδιότητες συµµετρικών πραγµατικών µητρώων.
7 Οµοιότητα µητρώων.
8 Κανονική µορφή Jordan.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε :

1 Μέθοδος δύναµης (απλή µέθοδος υπολογισµού ιδιοζεύγους)
2 Ρίζες πολυωνύµου µε γραµµική άλγεβρα : το συνοδευτικό µητρώο.
3 Λύση γραµµικού συστήµατος από το ϕασµατικό ανάπτυγµα.
4 Παραγοντοποιήσεις µητρώων.
5 Εισαγωγή στην παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιµών.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μία (αφελής) µέθοδος υπολογισµού του ΑΠΙ

Σηµείωση : Συνήθως εννοούµε την εύρεση των ιδιοτιµών και αντίστοιχων
δεξιών, κανονικοποιηµένων, ιδιοδιανυσµάτων.
ΜΟΝΟΝ ΓΙΑ ΠΟΛΥ ΜΙΚΡΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ !

1 Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου

2 Υπολογισµός των ϱιζών του (ιδιοτιµές)

3 Για κάθε διακριτή ιδιοτιµή, επίλυση του (A− λI)x = 0 (εύρεση
µηδενόχωρου, κεφ. 3). Κανονικοποίηση των διανυσµάτων που
(ϐάση) που επελέγη να εκπροσωπεί τον υπόχωρο.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μέθοδος δύναµης I
Απλή µέθοδος για ... ΓΙΓΑΝΤΙΑΙΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ

Αν η µέγιστη σε απόλυτη τιµή ιδιοτιµή, έστωλmax, ενός A ∈ Rn×n είναι
µοναδική (άρα πραγµατική!), µε αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα q1, και έστω
x ∈ Rn τυχαίο, τ.ώ. x

>
q1 6= 0, τότε η ακολουθία των διανυσµατων

{Ax,A2
x, . . . ,Ak

x, . . .} τείνει σε διάνυσµα του ιδιόχωρου του λmax.

Σε περίπτωση που η µέγιστη σε απόλυτη τιµή είναι µοναδική, τότε τείνει
σε διάνυσµα συγγραµµικό του q1.
Σηµείωση : Το q1 αποκαλείται «µέγιστο ιδιοδιάνυσµα» γιατί αντιστοιχεί στη
µέγιστη ιδιοτιµή, όχι επειδή συµβαίνει κάτι ιδιαίτερο µε τα στοιχεία του σε
σχέση µε των υπολοίπων.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μέθοδος δύναµης I

A =

 2 −3 7 4
−3 −5 −1 −5
−5 4 1 0
1 5 −6 6

 , και κάποιο διάνυσµα, π.χ. x =

1
1
1
1


παρακολουθούµε τις τιµές A

k
x για k = 1, 2, ...

Ax A
2
x A

3
x A

4
x A

5
x A

6
x 10 86 −696 −2106 37370 294572

−14 10 −82 −146 −23798 −81002
0 −106 −496 2656 12602 −269440
6 −24 628 5638 15056 −66896

(Ax)� x (A
2
x)� (Ax) (A

3
x)� (A

2
x) (A

4
x)� (A

3
x) (A

5)x � (A
4
x) (A

6
x)� (A

5
x) 22.0 21.05 21.12 21.15 21.16 21.16

18.0 21.22 21.17 21.17 21.17 21.17
20.0 21.1 21.17 21.16 21.17 21.17
27.0 21.67 21.3 21.2 21.18 21.17
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μέθοδος δύναµης II

Ax A
2
x A

3
x A

4
x A

5
x A

6
x 22 463 9777 206822 4376758 92633035

18 382 8088 171240 3624578 76718462
20 422 8935 189095 4002384 84712934
27 585 12461 264203 5594843 118435377

(Ax)� x (A
2
x)� (Ax) (A

3
x)� (A

2
x) (A

4
x)� (A

3
x) (A

5)x � (A
4
x) (A

6
x)� (A

5
x) 22.0 21.05 21.12 21.15 21.16 21.16

18.0 21.22 21.17 21.17 21.17 21.17
20.0 21.1 21.17 21.16 21.17 21.17
27.0 21.67 21.3 21.2 21.18 21.17

ϕαίνεται ότι

Ay ≈ 21.17y
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μέθοδος δύναµης III
κανονικοποιώντας το διάνυσµα και ϑέτοντας µ = 21.17,

ŷ =
1

‖A5x‖
A

5
x =

0.4905
0.4062
0.4486
0.6270

⇒ Aŷ − µŷ =

−0.0026
−0.0016
−0.0020
−0.0008

⇒ ‖Aŷ − µŷ‖2 = 0.0037

1 >> [V ,D]= e ig (A)
2 V =
3 −0.4905 −0.2586 −0.2925 −0.3602
4 −0.4062 0 .0770 0 .6087 −0.5899
5 −0.4485 −0.0085 0 .2586 0 .6795
6 −0.6271 0 .9629 −0.6907 0 .2462
7 D =
8 21 .1657 0 0 ...

0
9 0 5 .9757 0 0

10 0 0 0 .2451 0
11 0 0 0 −4.3866
12 >> A∗V ( : , 1 )−D( 1 , 1 )∗V ( : , 1 )
13 ans =
14 1 .0e−14 ∗
15
16 −0.5329
17 −0.3553
18 −0.7105
19 −0.7105

Η eig είναι η συνάρτηση MATLAB για
τον υπολογισµό όλων των ιδιοτιµών και
κανονικοποιηµένων διανυσµάτων.

Χρησιµοποιεί τον αλγόριθµο QR -
περισσότερα σε επόµενο µάθηµα.

Επιστρέφει όλες τις ιδιοτιµές (και τα
ιδιοδιανύσµατα αν Ϲητηθούν) και απαιτεί
πολλές πράξεις και µνήµη.

∆εν µπορεί να χρησιµοποιηθεί για πολύ
µεγάλα µητρώα.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Μαθηµατικός µηχανισµός
Βασική διαδικασία

Εκκίνηση : τυχαίο διάνυσµα x := x
(0)

for k = 1, ...
x

(k+1) ← Ax
(k)

end

΄Εστω ότι :
1 το µητρώο είναι διαγωνιοποιήσιµο

2 (x
(0))>u1 6= 0.

3 |λ1| > |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|

x
(0) = ξ1u1 + · · ·+ ξnun, ξ1 6= 0

A
k
x

(0) = ξ1λ
k

1u1 + · · ·+ ξnλ
k

n
un, και αφού |λ1| > |λj |

1

λk

1

A
k
x = ξ1u1 + · · ·+ ξn(

λn

λ1
)k

un

Προσοχή: Το A
k
x τείνει προς την κατεύθυνση του u1.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Βελτιώσεις και παρατηρήσεις

Ζητήµατα

Ενδεχόµενη µεγάλη αύξηση (ή µείωση) των τιµών των A
k
x µπορεί

να οδηγήσουν σε υπερχείλιση ή υποχείλιση.

Η χρήση της διαίρεσης (στοιχείο προς στοιχείο) A
k+1

x � A
k
x δεν

συνιστάται εδώ, π.χ. αστοχούµε αν κάποιο A
k
x περιέχει µηδέν.

Χρειάζεται καλύτερη κατανόηση της µεθόδου.

,→ ϑέµα άλλου µαθήµατος (Αριθµητική Ανάλυση και

Επιστηµονικός Υπολογισµός)

Η µέθοδος δύναµης και παραλλαγές της έχουν χρησιµοποιηθεί

για σηµαντικές εφαρµογές, π.χ. τον υπολογισµό του PageRank

της Google.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Μερικοί απλοί τρόποι υπολογισµού

Πηλίκο Rayleigh
∆οθέντος ενός µητρώου A, το πηλίκο Rayleigh που αντιστοιχεί στο
διάνυσµα x 6= 0 είναι η τιµή

r(A; x) = x
>

Ax/x
>

x.

Αν το x είναι ιδιοδιάνυσµα και Ax = λx , τότε r(A; x) = λ.

Συνήθως, αν x̂ ≈ x , δηλ. το x̂ προσεγγίζει το ιδιοδιάνυσµα x , τότε
r(A; x̂) ≈ λ.

Αν η µέθοδος δύναµης µε αρχικό διάνυσµα x0 προσεγγίζει το
ιδιοδιάνυσµα x , τότε µέσω του (x

>
0 A

k
x0)1/k προκύπτει εκτίµηση της

ιδιοτιµής. Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε και το πηλίκο
Rayleigh r(A

k , x0)1/k .

Το πηλίκο Rayleigh είναι ασφαλέστερο από τη χρήση της
διαίρεσης που έγινε στο παραπάνω παράδειγµα καθώς
αποφεύγονται διαιρέσεις µε το 0 ή µικρούς αριθµούς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Συνοδευτικό µητρώο

Συνοδευτικό µητρώο
Από τα πολυώνυµα στα µητρώα

Για κάθε πολυώνυµο p ϐαθµού n, υπάρχει µητρώο A ∈ Cn×n µε χ.π.
ίδιο µε p.

Το p(z) = λn + αn−1λ
n−1 + · · ·+ α1λ+ α0 είναι το χ.π. του

A =


0 0 · · · 0 −α0

1 0 · · · 0 −α1

0 1 0 · · · −α2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −αn−1

 , το συνοδευτικό µητρώο του p.

(υπολ. ϱιζών πολυωνύµου ϐαθµού n) ≡
( υπολ. ιδιοτιµών συνοδευτικού µητρώου )
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Συνοδευτικό µητρώο

Παράδειγµα
Πρόβληµα Να υπολογιστεί η µεγαλύτερη ϱίζα του

p(ζ) = ζ5 + 10ζ4 − 245ζ3 + 430ζ + 244ζ − 440.
Λύση µε µέθοδο δύναµης Το συνοδευτικό µητρώο είναι

A =


0 0 0 0 440
1 0 0 0 −244
0 1 0 0 −430
0 0 1 0 245
0 0 0 1 −10


Ο κώδικας υλοποιεί τη µέθοδο δύναµης µε υπολογισµό της µέγιστης ιδιοτιµής µε το πηλίκο
Rayleigh. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα γνωρίζουµε ότι η µέγιστη ϱίζα είναι 10. Οι τιµές του
πηλίκου και η απόστασή τους από το 10 παρουσιάζονται στο διπλανό πίνακα.

1 % to r ( j ) per i ’eqei to ph l ’i ko ...
Ray le igh gia k’aje ...
pros’eggish x_new

2 x=ones ( length (A) , 1 ) ; j =1 ; r ( 1 ) = ...
( x '∗A∗x ) / ( x '∗x ) ;

3 wh i l e ( ( norm (A∗x−r ( j )∗x ) >1e−4) & ...
( j < imax ) )

4 x= x /norm ( x ) ; j = j +1 ;
5 x_new = A∗x ; r ( j ) = ( x '∗x_new ) / ( x '∗x ) ;
6 x = x_new ;
7 end

1 1 .00000 9 .0000e +00
2 1 .00000 9 .0000e +00
3 14 .20183 4 .2018e +00
4 10 .80301 8 .0301e−01
5 10 .16367 1 .6367e−01
6 10 .03069 3 .0692e−02
7 10 .00525 5 .2548e−03
8 10 .00083 8 .3483e−04
9 10 .00013 1 .2509e−04

10 10 .00002 1 .7897e−05
11 10 .00000 2 .4675e−06

Προσοχή: Προσεγγίστηκε η µέγιστη ϱίζα πολυωνύµου σχεδόν αποκλειστικά µε πολλαπλασιασµούς
του συνοδευτικού µητρώου µε διάνυσµα. Περισσότερα στην Αριθµ. Ανάλυση (2ο έτος) , 16 / 30



Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Συνοδευτικό µητρώο

Μητρώο ως ανάπτυγµα ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων (υπενθ.)
Φασµατικό ανάπτυγµα

Αν το µητρώο A διαθέτει n γ.α. ιδιοδιοδιανύσµατα, τότε A = XΛX
−1 όπου Λ το

διαγώνιο µητρώο των ιδιοτιµών και X το µητρώο των ιδιοδιανυσµάτων.
Θέτουµε για ευκολία Y = (X

−1)∗, δηλ. Y είναι το συζυγές αντίστροφο του X ,
τότε µπορούµε να γράψουµε το A µε ϐάση το ϕασµατικό ανάπτυγµα.

A = XΛY
∗

= λ1x1y
∗
1 + λ2x2y

∗
2 + · · ·+ λnxny

∗
n
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση

Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω ϕασµατικού αναπτύγµατος

Η λύση συστήµατος µέσω ϕασµατικού αναπτύγµατος

Αν γνωρίζουµε τα X ,Λ ώστε X
−1

AX = Λ και αναζητούµε το x τ.ώ. Ax = b,

Ax = b

X
−1

AXX
−1

x = X
−1

b

οπότε

x = XΛ−1
X
−1

b

=
1

λ1
x1(y

∗
1 b) +

1

λ2
x2(y

∗
2 b) + · · · 1

λn

xn(y
∗
n

b)

ΠΡΟΣΟΧΗ Συνήθως δεν συνιστάται ως µέθοδος επίλυσης ...
αναδεικνύει χρήσιµα χαρακτηριστικά της λύσης !

Πως γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός ιδιοδιανυσµάτων

Πως µεγενθύνονται οι συνιστώσες για όρους y
∗
j

b 6= 0 µε µικρά |λj |.
Ταξινόµηση συνιστωσών ;
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση
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−1

AX = Λ και αναζητούµε το x τ.ώ. Ax = b,

Ax = b

X
−1

AXX
−1

x = X
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X
−1

b

=
1

λ1
x1(y

∗
1 b) +

1

λ2
x2(y

∗
2 b) + · · · 1

λn

xn(y
∗
n

b)

ΠΡΟΣΟΧΗ Συνήθως δεν συνιστάται ως µέθοδος επίλυσης ...
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Πως γράφεται ως γραµµικός συνδυασµός ιδιοδιανυσµάτων

Πως µεγενθύνονται οι συνιστώσες για όρους y
∗
j

b 6= 0 µε µικρά |λj |.
Ταξινόµηση συνιστωσών ;
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Υπενθύµιση

Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω ϕασµατικού αναπτύγµατος

Η λύση συστήµατος µέσω ϕασµατικού αναπτύγµατος
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X
−1

AXX
−1

x = X
−1
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οπότε
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Υπενθύµιση

Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω ϕασµατικού αναπτύγµατος

Κανονική µορφή Jordan I
Τι κάνουµε όταν το µητρώο δεν είναι διαγωνιοποιήσιµο ;
Τότε δεν υπάρχει παραγοντοποίηση A = QΛQ

−1.

Πόσο απλό µπορούµε να κάνουµε γενικό µητρώο A µε
µετασχηµατισµό οµοιότητας ;
Για κάθε A ∈ Cn×n µε ιδιοτιµές λ1, . . . , λn, υπάρχει µητρώο
X ∈ Cn×n τέτοιο ώστε

X
−1

AX = J =


J1

J2
. . .

Jq
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Υπενθύµιση

Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω ϕασµατικού αναπτύγµατος

Κανονική µορφή Jordan II

Κάθε Ji αποκαλείται απλό (υπο)µητρώο Jordan και έχει τη µορφή

Ji =
0

q είναι το πλήθος των γ.α. ιδιοδιανυσµάτων του A.

Σε κάθε ιδιοτιµή αντιστοιχούν όσα υποµητρώα Jordan είναι η
γεωµετρική πολλαπλότητά της.

Το άθροισµα των διαστάσεων των υποµητρώων Jordan για
µία ιδιοτιµή είναι ίσο µε την αλγεβρική πολλαπλότητά της.
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Υπενθύµιση

Ερµηνεία επίλυσης γραµµικού συστήµατος µέσω ϕασµατικού αναπτύγµατος

Παρατηρήσεις

Καλά νέα 1) Η µορφή Jordan αποκαλύπτει τη ϕασµατική δοµή του
µητρώου. 2) Αποτελεί µία σηµαντική κανονική µορφή
µητρώου (υπάρχουν και άλλες).

Κακά νέα Αν και ενδιαφέρουσα από µαθηµατικής άποψης,
υπάρχουν εγγενείς δυσκολίες στον υπολογισµό της
µορφής Jordan.

Τι γίνεται στην πράξη ; Χρησιµοποιούµε εναλλακτικές
παραγοντοποιήσεις και µορφές.

Εναλλακτικές παραγοντοποιήσεις

Schur υπάρχει πάντα ορθοµοναδιαίο Q τέτοιο ώστε Q
∗
AQ = R

είναι άνω τριγωνικό.

SVD υπάρχουν πάντα ορθοµοναδιαία U,V τέτοια ώστε το
U
∗
AV = Σ να είναι διαγώνιο (µε µη αρνητικά στοιχεία !)
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Υπενθύµιση

Παραγοντοποιήσεις µητρώου

ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΕΙΣ ΜΗΤΡΩΟΥ

Αναφερόµαστε στη δυνατότητα να εκφράσουµε δοθέν µητρώο
A ∈ Cm×n ως γινόµενο

A = WKH, όπου k ≤ n,W = Cm×k , Y ∈ Ck×k ,H ∈ Ck×n

για κάποια κατάλληλη τιµή k .

Η επιλογή κατάλληλου k ≤ min(m, n)
µπορεί να είναι και αυτή µέρος του
προβλήµατος).
Πολλές ϕορές, µπορεί να ϑέλουµε να
χρησιµοποιήσουµε k τ.ώ. να ισχύει
έχουµε ικανοποιητική προσέγγιση
A ≈ WKH.

π.χ. αν n < m και
υπάρχει k ≤ n τ.ώ.

=
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Υπενθύµιση

Παραγοντοποιήσεις µητρώου

ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΕΙΣ ΜΗΤΡΩΟΥ
Αναφερόµαστε στη δυνατότητα να εκφράσουµε δοθέν µητρώο
A ∈ Cm×n ως γινόµενο

A = WKH, όπου k ≤ n,W = Cm×k , Y ∈ Ck×k ,H ∈ Ck×n

για κάποια κατάλληλη τιµή k .

Η επιλογή κατάλληλου k ≤ min(m, n)
µπορεί να είναι και αυτή µέρος του
προβλήµατος).
Πολλές ϕορές, µπορεί να ϑέλουµε να
χρησιµοποιήσουµε k τ.ώ. να ισχύει
έχουµε ικανοποιητική προσέγγιση
A ≈ WKH.
Τέτοιου τύπου προβλήµατα εµφανίζονται
σε πολλές εφαρµογές : π.χ. Ανάκτηση
Πληροφορίας, Επεξεργασία Σηµάτων και
Εικόνας, Ανάλυση ∆εδοµένων.
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Υπενθύµιση

Παραγοντοποιήσεις µητρώου

Γνωστές παραγοντοποιήσεις
Γνωρίζουµε (κεφ. 3): Αν rank(A) = r τότε µπορούµε να ϐρούµε (από την
ΑΓΚΜ) παράγοντες B ∈ Cm×r ,C ∈ Cr×n τ.ώ. A = BC

Παραδείγµατα1
A = WKH όπου A ∈ Rm×n. Θέσαµε r = rank(A) (προσέξτε, ορισµένες

παραγοντοποιήσεις προϋποθέτουν τετραγωνικό A):

παραγοντοποίηση W K H

A = BC (τάξης) B ∈ Rm×r , r στήλες C ∈ Rr×n , µη µηδεν.

οδηγών A γραµµές ΑΓΚΜ

A = QR Q ∈ Rm×m ορθογώνιο R ∈ Rm×n άνω τριγωνικό

A = Q1R1 Q1 ∈ Rm×r , ΟΚ στήλες R1 ∈ Rr×r άνω τριγωνικό

A = QTQ
∗ (Schur) Q ορθοµοναδιαίο άνω τριγωνικό T Q

∗

A = XJX
−1 (ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο µορφή Jordan J X

−1

A = XΛX
−1 διαγ/σιµο (ΑΠΙ) X αντιστρέψιµο διαγώνιο Λ X

−1

A = QΛQ
> συµµετρικό (ΑΠΙ) Q ορθογώνιο διαγώνιο Λ Q

>

Πρόκληση : Να διαγωνιοποιήσουµε οποιοδήποτε µητρώο (ακόµα και µη

τετραγωνικό) µε ορθογώνιους µετασχηµατισµούς.

1∆είτε τον εκτενή κατάλογο στο σύγγραµµα του Strang.
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Υπενθύµιση

Παραγοντοποιήσεις µητρώου
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Υπενθύµιση

Παραγοντοποιήσεις µητρώου

Χτίζοντας τη ∆ιάσπαση Ιδιαζουσών Τιµών (SVD) I
΄Εστω A ∈ Rm×n όπου rank(A) = r . Θεωρούµε ότι διαθέτουµε
ορθοκανονικές ϐάσεις για τους 4 ϑεµελιώδεις υπόχωρους (π.χ. µέσω
της ΑΓΚΜ και στη συνέχεια Gram-Schmidt):

range(A) = span{u1, . . . , ur}, ορίζουµε U1 ∈ Rm×r

null(A
>) = span{ur+1, . . . , um}, ορίζουµε U2 ∈ Rm×(m−r)

range(A
>) = span{v1, . . . , vr}, ορίζουµε V1 ∈ Rn×r

null(A) = span{vr+1, . . . , vm}, ορίζουµε V2 ∈ Rn×(n−r)

και ϑέτουµε U = [U1, U2],V = [V1,V2].
Τότε αν χρησιµοποιήσουµε τα παραπάνω,

U
>

AV =

(
U
>
1

U
>
2

)
A (V1 V2)

=

(
U
>
1 AV1 U

>
1 AV2

U
>
2 AV1 U

>
2 AV2

)
=

(
C 0r,n−r

0m−r,r 0m−r,n−r

)
όπου C είναι r × r .
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Υπενθύµιση

Παραγοντοποιήσεις µητρώου

Χτίζοντας τη ∆ιάσπαση Ιδιαζουσών Τιµών (SVD) II

U
>
1 AV2 = 0r,n−r γιατί V2 είναι ϐάση του null(A).

U
>
2 AV1 = 0m−r,r γιατί U2 είναι ϐάση του null(A

>).

Συνεπάγεται ότι U
>
2 AV2 = 0m−r,n−r .

Το C ∈ Rr×r είναι r × r και έχει τάξη r γιατί
rank(A) = r = rank(U

>
AV) = rank(C). Εποµένως ϑα είναι

αντιστρέψιµο.

Αν ονοµάσουµε το U
>

AV = R τότε A = URV
>. Η

παραγοντοποίηση αυτή ενίοτε ονοµάζεται παραγοντοποίηση URV

(εκτός ύλης !)

΄Ενα σηµαντικό στοιχείο είναι ότι οι ϐάσεις U1,V1 µπορούν να
επιλεγούν έτσι ώστε το C = U

>
1 AV1 να είναι διαγώνιο µε ϑετικά

στοιχεία στη διαγώνιο. Η παραγοντοποίηση που προκύπτει λέγεται
παραγοντοποίηση ιδιαζουσών τιµών (SVD.)
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∆ιάσπαση SVD

∆ιάσπαση ιδιάζουσας τιµής (SVD)

Κάθε µητρώο A ∈ Rm×n όπου m ≥ n µπορεί να παραγοντοποιηθεί ως
γινόµενο δύο ορθογώνιων U ∈ Rm×m,V ∈ Rn×n και ενός
πραγµατικού, µη αρνητικού και διαγώνιου µητρώου Σ ∈ Rm×n ως εξής

A = UΣV
> = U

(
Σ̂
0

)
V
>,

όπου U
>

U = Im,V
>

V = In, Σ̂ ∈ Rn×n,

και Σ̂ = diag(σ1, ..., σn) ≥ 0.

Επίσης, σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0 ενώ σr+1 = · · · = σn = 0. Μετά από
τις απαραίτητες τροποποιήσεις, υπάρχει αντίστοιχη παραγοντοποίηση
όταν m ≤ n.

Από το SVD µαθαίνουµε σχεδόν τα πάντα για το µητρώο
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∆ιάσπαση SVD

Βιβλιογραφία I

G. Strang.

Εισαγωγή στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.

Εκδόσεις Πανεπιστηµιου Πατρών, 2006.
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∆ιάσπαση SVD

Χρήση ΄Εργου Τρίτων I

1 https://www.crcpress.com/product/isbn/9781584888321 (ϐλ. σελ 22)
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∆ιάσπαση SVD

Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών - Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015

‘‘Γραµµική ΄Αλγεβρα’’, ΄Εκδοση : 1.0, Πάτρα 2014-2015.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση :

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1097/

29 / 30

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1096/


Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

∆ιάσπαση SVD

Τέλος Ενότητας
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