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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης
Creative Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε
άλλου τύπου άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται
ϱητώς.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού
Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και
συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό
Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Σκοπός Ενότητας
∆ιανύσµατα και Γραµµικοί Συνδιασµοί
Νόρµες ∆ιανυσµάτων και Εσωτερικά Γινόµενα
Κανόνες για πράξεις Μητρώων
Ανάστροφοι και Αντίστροφοι
Μεταθέσεις
Τεµαχισµός
Εφαρµογές
• Γραφήµατα και ∆ίκτυα
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Περιεχόµενα

1 Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

2 Γεύση από τις εφαρµογές
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για

Εσωτερικό γινόµενο : Καθετότητα, γωνία µεταξύ διανυσµάτων, ιδιότητες.

Σχέσεις : Ανισότητα CBS, τριγωνική ανισότητα, κανόνας
παραλληλογράµµου, ταυτότητα Πυθαγόρα.

Τα διανύσµατα e και ej .

Πολλαπλασιασµός µητρώων : ορισµός µέσω εσωτερικών γινοµένων.

Γραµµική ανεξαρτησία διανυσµάτων, γραµµικά εξαρτηµένα διανύσµατα.

∆υνάµεις µητρώου. Αντίστροφο µητρώου.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε µερικες εφαρµογες :

Ανάκτηση πληροφορίας από διάνυσµα.

Ανάκτηση πληροφορίας από µητρώο.

το πρόβληµα του υπολογισµού τιµών πολυωνυµικής συνάρτησης και
µητρώα Vandermonde

µητρώα και γραφήµατα

µέτρηση διαδροµών µε δυνάµεις και δυναµοσειρές µητρώων
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Υπενθύµιση (∆ιάλεξη 20/2)

Υπό συζήτηση ενότητες
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Εφαρµογή: Εξόρυξη πληροφοριών από διάνυσµα

∆ίνεται ένα «µαύρο κουτί» που υπολογίζει το εσωτερικό γινόµενο ρ = 〈a, x〉
ενός x (για το οποίο αποφασίζουµε εµείς) και ενός «κρυµµένου» a, που
γνωρίζουµε πως έχει διάσταση n.

΄Αθροιση στοιχείων Επιλέγουµε x = e

διάστασης n (δηλ. x ∈ Rn),
επιστρέφεται∑

n

j=1 αj = 〈a, x〉.
Ανάκτηση στοιχείου j Επιλέγουµε x = ej

διάστασης, επιστρέφεται
αj = 〈a, ej〉

Ανάκτηση όλου Χρησιµοποιούµε το κουτί n

ϕορές µε είσοδο τα
διανύσµατα e1, e2, ..., en.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Εφαρµογή: Εξόρυξη πληροφοριών από µητρώο
΄Εχουµε ένα «µαύρο κουτί» που υπολογίζει το γινόµενο y = Ax οπου το x ειναι
δικής µας επιλογης και ενός «κρυµµένου» µητρώου A που γνωρίζουµε πως
έχει διάσταση n× n.

΄Αθροιση στοιχείων κάθε γραµµής
Επιλέγουµε x = e

διάστασης n.

Ανάκτηση στοιχείου στη ϑέση (i, j)
Επιλέγουµε x = ej και µε
την έξοδο Aej = xj

υπολογίζουµε το εσωτερικό
γινόµενο e

>
i

xj .

Ανάκτηση διαγωνίου του A;
Χρησιµοποιούµε το κουτί n

ϕορές µε είσοδο τα
διανύσµατα e1, e2, ..., en

και κάθε ϕορά
υπολογίζουµε το Aej και
στη συνέχεια το εσωτερικό
του γινόµενο µε το ej , δηλ.
e
>
j
(Aej).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Μητρώα

πίνακες τιµών Λογιστικά και πρακτική αριθµητική: συσχετίσεις ποσοτήτων :
(ηλικία, ύψος, ϐάρος), ϐαθµολόγια. Παρουσία γονιδίων σε
δείγµατα DNA (microarrays), Οικονοµία : (πίνακες
εισροών/εκροών. Μετεωρολογία : πίνακες ϐροχόπτωσης,
Ανάκτηση πληροφορίας : Πίνακες όρων-κειµένων. ∆ιαδίκτυο :
Πίνακες διασύνδεσης (µητρώα γειτνίασης).

γραµµικοί µετασχηµατισµοί που επιτελούν : Αλλαγή συντεταγµένων.
Μετακίνηση στο χώρο (περιστροφή, διολίσθηση).
Προσοµοίωση (διακριτοποίηση παραγώγων και
ολοκληρωµάτων).

Σχεδόν όπου χρησιµοποιούµε πίνακες αριθµών για τα δεδοµένα µιας
εφαρµογής.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Παράδειγµα

Υπολογισµος τιµών γραµµικής συνάρτησης
Ζητούµενο ∆ίνεται η συνάρτηση ψ = 3ξ + 2 και ϑέλουµε να υπολογίσουµε τις
τιµές του ψ για πολλές διαφορετικές τιµές του ξ. Θα µπορούσε να είναι η
εξίσωση µιας ευθείας και έστω ότι ϑέλουµε να ϐρούµε τις τεταγµένες
ψ1, . . . , ψm από τις τετµηµένες ξ1, . . . , ξm ώστε να οπτικοποιήσουµε την
ευθεία συνδέοντας τα σηµεία {(ξj , ψj)|j = 1, ...,m}.
Ιδέα Ο υπολογισµός µπορεί να γίνει ως εξής : 1) κατασκευάζουµε το
διάνυσµα x = (ξ1, ξ2, ..., ξm)

>, το µητρώο A = (e, x). 2) και το διάνυσµα
p = (2, 3)>. 2) Υπολογίζουµε το γινόµενο y = Ap:

ψ1
ψ2

...
ψm

 =


1 ξ1
1 ξ2
...

...
1 ξm

(2
3

)
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Παράδειγµα

Υπολογισµος τιµών τετραγωνικής συνάρτησης (πολυωνύµου) Ζητούµενο
∆ίνεται η συνάρτηση ψ = 3ξ2 + ξ − 1 και ϑέλουµε να υπολογίσουµε τις τιµές
του ψ για πολλές διαφορετικές τιµές του ξ.
Ιδέα Ο υπολογισµός µπορεί να γίνει ως εξής : 1) κατασκευάζουµε το
διάνυσµα x = (ξ1, ξ2, ..., ξm)

>, το µητρώο A = (e, x, x � x). 2) και το
διάνυσµα p = (−1, 1, 3)> όπου όπου x � x δηλώνει το γινόµενο Hadamard.
2) Υπολογίζουµε το γινόµενο y = Ap:

ψ1
ψ2

...
ψm

 =


1 ξ1 ξ2

1
1 ξ2 ξ2

2
...

...
1 ξm ξ2

m


(−1

1
3

)

Προσέξτε : το µητρώο έχει ειδική δοµή και λέγεται µητρώο τύπου
Vandermonde.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Back to the future
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Παράδειγµα : Μητρώο γραφήµατος

µητρώο→ γράφηµα ΄Εστω ένα τετραγωνικό µητρώο A ∈ Rn×n. Τότε το γράφηµα
G(A) του µητρώου είναι το σύνολο n κόµβων K = {1, ..., n} και ένα
σύνολο ακµών, E = {(i, j)|i, j ∈ K} (από τον κόµβο i στον κόµβο j),
έτσι ώστε αν αi,j 6= 0, τότε (i, j) ∈ E µε ϐάρος ωi,j = αi,j , ειδάλλως
δεν υπάρχει ακµή από το i στο j.

γράφηµα→ µητρώο ΄Εστω το γράφηµα G µε n κόµβους K = {1, ..., n} και το σύνολο
ακµών, E = {(i, j)|i, j ∈ K} ϐάρους ωij . Τότε το µητρώο του
γραφήµατος είναι το n× n µητρώο για το οποίο

αi,j =

{
ωij αν (i, j) ∈ E

0 αν όχι .

Μητρώο γειτνίασης Ως µητρώο γειτνίασης, ενός γραφήµατος G ορίζεται το µητρώο
γραφήµατος G(A) όπου το στοιχείο αi,j είναι ίσο µε το πλήθος των
ακµών από τον κόµβο i προς τον κόµβο j. Αν ένα γράφηµα δεν έχει
πολλαπλές ακµές και αυτοβρόχους (δηλ. ακµές τύπου (i, i)), τα
στοιχεία του µητρώου γειτνίασης ϑα είναι αi,j ∈ {0, 1}.

Συµµετρία και κατευθυνσιµότητα : αν το γράφηµα είναι µη κατευθυνόµενο, το µητρώο
γραφήµατος είναι συµµετρικό.
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Γράφηµα→ Μητρώο γειτνίασης
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Μητρώο γειτνίασης A

αij =

{
1, i δείχνει τη σελίδα j

0, διαφορετικά

Harvard500
1 http://www.harvard.edu
2 http://atwork.harvard.edu
3 http://lib.harvard.edu
· · · · · ·
500 http://www.hsdm.med.harvard.edu/[...]/implant.htm
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Μητρώο διασύνδεσης αεροδροµίων I
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

Μέτρηση διαδροµών µε πολλαπλασιασµό µητρώων

[A2]i,j =
n∑

k=1

αi,kαk,j

= # διαδροµών µήκους 2 (1 στάσης) από το i στο j

Απόδειξη ; Για δεδοµένα (i, j), κάθε όρος αi,kαk,j είναι 0 η 1. Η µόνη περίπτωση να είναι 1 είναι
όταν αi,k = 1 και αk,j = 1. Αυτό σηµαίνει ότι αµφότερες οι ακµές (i → k) και (k → j)
υπάρχουν, εποµένως υπάρχει η διαδροµή i → k → j. και ο όρος συνεισφέρει στο άθροισµα.
Εποµένως η τιµή του αθροίσµατος µετρά το συνολικό αριθµό διαδροµών µήκους 2 από το i στο j.

Γενικότερα : Η τιµή [Ak ]i,j είναι ίση µε το πλήθος των διαδροµών
από το i στο j µήκους k (k − 1 στάσεις).
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Γραµµική ΄Αλγεβρα (2014-15, c Ε. Γαλλόπουλος)

Γεύση από τις εφαρµογές

A =


0 1 0 0 0 1
1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 0



A
2 =


2 1 1 2 1 1
1 3 1 1 2 2
1 1 1 1 1 0
2 1 1 3 1 2
1 2 1 1 2 1
1 2 0 2 1 5


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A
3 =
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2 5 1 3 3 7
5 4 2 7 3 8
1 2 0 2 1 5
3 7 2 4 5 8
3 3 1 5 2 7
7 8 5 8 7 6


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5 4 2 7 3 8
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3 7 2 4 5 8
3 3 1 5 2 7
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
Αυτοαξιολόγηση : Ατιολογήστε γιατί [A3]6,2 = 8;
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0 1 0 0 1 1
0 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 0



A
2 =


2 1 1 2 1 1
1 3 1 1 2 2
1 1 1 1 1 0
2 1 1 3 1 2
1 2 1 1 2 1
1 2 0 2 1 5



A
3 =


2 5 1 3 3 7
5 4 2 7 3 8
1 2 0 2 1 5
3 7 2 4 5 8
3 3 1 5 2 7
7 8 5 8 7 6


Ενδιαφέρον : Τι πληροφορία µας παρέχει η τιµή

του [A + A
2]i,j ;
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Σχόλια

Η µέτρηση των διαδροµών µέσω δυνάµεων µητρώων ϐρίσκεται στη ϐάση πολλών
αλγορίθµων µεγάλης σηµασίας για πολλές εφαρµογές.
Η αρχική ιδέα οφείλεται στον Leo Festinger (1949) ([Fes49]). Προσέξτε ότι ο LF
περιγράφεται στη Wikipedia ως an American social psychologist, perhaps best
known for cognitive dissonance and social comparison theory!
η πιο διάσηµη µετεξέλιξη των ιδεών αυτών είναι ο αλγόριθµος PageRank ([BP98])
που κατέστησε την Google κυρίαρχη εταιρία για λογισµικό αναζήτησης και
ϕυλλοµέτρησης.
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