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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.
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Σκοπός Ενότητας

• Πεπερασµένες διαφορές και προσέγγιση διαφορικών εξισώσεων (∆Ε)

• Συνοριακές συνθήκες (Dirichlet, Neumann) και διακριτοποίησή τους

• ∆ιαχείριση και επίλυση γραµµικού συστήµατος από τη διακριτοποίηση ∆Ε
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Περιεχόµενα

1 ∆ιακριτό Μοντέλο
∆ιαφορικές εξισώσεις : παραδείγµατα
∆ιακριτοποίηση και πεπερασµένες διαφορές
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∆ιακριτό Μοντέλο

∆ιακριτό Μοντέλο
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Υπενθύµιση

Παραδοσιακά, οι περισσότερες εφαρµογές του ΕΥ αφορούν σε
αριθµητικές προσοµοιώσεις (ϕυσικών και άλλων) ϕαινοµένων στον ΗΥ
(δηλ. in silico).

Οι προσοµοιώσεις συνήθως απαιτούν την επίλυση κάποιου µαθηµατικού
µοντέλου που περιγράφεται µε µια ή περισσότερες διαφορικές,
ολοκληρωµατικές και αλγεβρικές εξισώσεων ή συνδυασµό τους.

Μυριάδες εφαρµογές στην Επιστήµη και Τεχνολογία

Ειδικού ενδιαφέροντος στο ΤΜΗΥΠ: Ευρύτατο πεδίο εφαρµογών, από τις
εξισώσεις που διέπουν λογισµικό προσοµοίωσης ηλεκτρονικών
κυκλωµάτων1 µέχρι τα γραφικά Η/Υ και τη σχεδίαση και υλοποίηση
παιχνιδιών υπολογιστή.

1 ΄Οπως το SPICE = Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis.
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Ενδιαφέρουσες παρατηρήσεις

Στο [FM00] Foster και Metaxas παρατηρούν ότι ένας από τους σταθερούς
στόχους των γραφικών σε υπολογιστή είναι η παροχή εργαλείων όχι µόνον για
την ¨καλλιτεχνική¨ απόδοση του ϕυσικού κόσµου αλλά για την όσο το δυνατόν
πιστότερη αναπαράσταση της πραγµατικότητας. Μέχρι τα τέλη του 1980 αυτό
αφορούσε κατά κύριο λόγο την πιστή προσοµοίωση της επαφής του ϕωτός µε
το τα αντικείµενα. Πιο πρόσφατα, σε εφαρµογές από κινηµατογραφικά έργα
µέχρι τα παιχνίδια, η κυρίαρχη τάση αφορά στην αναπαράσταση ιδεατών
κόσµων µε όσο το δυνατόν πιο ϱεαλιστικά µοντέλα ϐασισµένα στη Φυσική!
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Μερικά εξισώσεις→ µαθηµατικά µοντέλα

Μηχανική: 2ος νόµος Νεύτωνα - κίνηση - παιχνίδια στον υπολογιστή,

Ηλεκτροµαγνητισµός : εξισώσεις Maxwell, .. - - SPICE - κινητά, κυκλώµατα,

Ρευστοδυναµική: εξισώσεις Navier-Stokes, ..., εξισώσεις αβαθών υδάτων -
προσοµοίωση ϱευστών στα γραφικά

Οικονοµία : εξισώσεις Black-Scholes
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Παράδειγµα : Εξισώσεις Navier-Stokes

Περιγράφουν την «ασυµπίεστη ϱοή» σε χωρίο G στο R2 ή στο R3 µε σύνορο Γ
είναι οι εξής :

−ν∆u + u · gradu + gradp = f

divu = 0 στο Ω,

u = 0 στο Γ συνοριακές συνθήκες

όπου οι άγνωστες µεταβλητές είναι το πεδίο ταχυτήτων u και η πίεση p, f είναι η
εξασκούµενη δύναµη ανά µονάδα µάζας και ν ο δεδοµένος συντελεστής
κινηµατικής γλοιότητας, όπου ν := 1/Re και Re ο αριθµός Reynolds.

... Στην επίλυση των εξισώσεων NS ή «παραγώγων» τους επενδύονται

αµέτρητες ώρες χρήσης Η/Υ ενώ επανειληµµένα ήταν το κίνητρο για

τη σχεδίαση νέων τεχνολογιών στους Η/Υ, π.χ. αρχιτεκτονική,

λογισµικό, επιστηµονικό λογισµικό και γραφικά2) ...

2∆είτε http://portal.acm.org/citation.cfm?doid=341852.341864.
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΄Οπως αναφέρουν οι Foster και Metaxas στο [FM00]

Modeling physics on a computer and visualizing the results using graphics

techniques can lead to complex pictures as dazzling as the real-world

phenomena they are intended to represent, especially for such fluid effects

as the motion of water, fire, and smoke. It isn’’t surprising that a great deal of

effort has been put into modeling such phenomena for computer graphics...

Here, we are concerned with modeling and animating water. Although

modeling water for computer graphics is not a new research area, only

recently have graphics researchers sought to take advantage of the huge

body of literature on computational fluid dynamics in the interests of

generating highly realistic animations. Mechanical engineers and physicists

have been modeling the behavior of liquids on computers for nearly 40 years.

However, their approach in general has focused on very specific goals, such

as modeling the pressure around a newly designed ship hull as it undergoes

various ocean conditions or calculating how the coolant in a nuclear reactor

core flows around spherical rods. This focus on a few specialized engineering

applications provides students of computer graphics with extremely useful

techniques with which to achieve their own more general goals of modeling

water so it looks visually convincing, moves realistically, and can be

simulated on a desktop computer in a reasonable amount of time... [Foster

& Metaxas, Modeling water for computer animation, CACM, 2000]

http://portal.acm.org/citation.cfm?doid=341852.341864


∆ιαφορικές εξισώσεις : Σ∆Ε και Μ∆Ε
Τα περισσότερα µαθηµατικά µοντέλα (ϕυσικά, χηµικά, ϐιολογικά, κοινωνικά, οικονοµικά) έχουν στον κορµό τους διαφορικές
εξισώσεις (∆Ε). Οι ∆Ε διακρίνονται σε δύο κατηγορίες :
Συνήθης διαφορική εξίσωση (Σ∆Ε) όταν η άγνωστη συνάρτηση εξαρτάται από µία ανεξάρτητη µεταβλητή,

Βαθµωτή εξίσωση, π.χ. u : [a, b]→ G ⊂ R και u ∈ C
2([a, b]),

uxx + b(x)ux + u
2 = d(x)

Σύστηµα Σ∆Ε, π.χ. u : [a, b]→ G ⊂ R2 και u ∈ C
1([a, b]),

d

dt
u1 = −(u1 + u2)

d

dt
u2 = −(u1 − u2)

Μερική διαφορική εξίσωση (Μ∆Ε) όταν η άγνωστη συνάρτηση εξαρτάται από δύο ή περισσότερες ανεξάρτητες µεταβλητές
Βαθµωτή εξίσωση, π.χ.

ut − b(x)uxx + u
2 = d(x)

Σύστηµα, π.χ.
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Η ανάγκη για ∆ιακριτό Μοντέλο

υπολογιστικό µοντέλο

µοντέλο αριθµητικής

διακριτό µοντέλο

Στόχος : Να προσεγγιστεί η δράση των τελεστών των εξισώσεων του
µοντέλου που ορίζονται ϑεωρητικά µε χρήση ορίων και ϐάσει του
συνεχούς

Τελεστές : παραγώγισης, ολοκλήρωσης
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Μοντέλα και απώλεια πληροφορίας

Ανάγκη να έχουµε µοντέλα που επιτρέπουν αξιόπιστες προβλέψεις.

Μοντέλο Προβλέψεις Σφάλµατα

υπολογιστικό επίδοσης πιστότητας επίδοσης
αριθµητικής ακρίβειας υπολογισµών στρογγύλευσης

διακριτό ακρίβειας προσεγγίσεων διακριτοποίησης

Πρέπει να είµαστε ενήµεροι για τις επιπτώσεις των απωλειών πληροφορίας.
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Παραδείγµατα : ∆ιαφορικές εξισώσεις

Μέθοδος διαφορών Προσεγγίζουµε τις παραγώγους συνάρτησης µε
διαφορές τιµών της συνάρτησης σε κοντινά σηµεία

Μέθοδος πεπερασµένων διαφορών

Συναρτησιακή µέθοδος Προσεγγίζουµε τη συνάρτηση µε µίαν απλούστερη την
οποία παραγωγίζουµε ακριβώς.

Μέθοδος πεπερασµένων στοιχείων
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∆ιακριτοποίηση

∆ηµιουργία διακριτού µοντέλου για την προσέγγιση και λύση του

προβλήµατος:

∆ιαδικασία που αφορά

την προσέγγιση πεδίου ορισµού, εξισώσεων, οριακών συνθηκών.

Μετά τη διακριτοποίηση, το συνεχές πρόβληµα µετατρέπεται σε ένα
σύστηµα (γραµµικό ή µη) εξισώσεων ...

... το οποίο πρέπει να επιλύσουµε.

Το αποτέλεσµα είναι προσέγγιση της της πραγµατικής λύσης του αρχικού
µαθηµατικού προβλήµατος (η διαφορά τους το ολικό σφάλµα).
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∆ιακριτοποίηση και πεπερασµένες διαφορές

X Οι πιο διαδεδοµένες µέθοδοι για την αριθµητική επίλυση των ∆Ε
προσεγγίζουν τις παραγώγους των εξαρτηµένων µεταβλητών µε γραµµικούς
συνδυασµούς των τιµών τους σε προκαθορισµένα σηµεία του χωρίου ορισµού
τους.
X Αντικαθιστώντας τις παραγώγους µε τις παραπάνω προσεγγίσεις, ανάγουµε
την αρχική ∆Ε σε ένα σύστηµα από εξισώσεις (γραµµικές ή όχι) το οποίο πρέπει
να λυθεί µε κάποια µέθοδο.

το χωρίο ορισµού αντικαθίσταται µε ένα πλέγµα από κόµβους και οι τιµές
των παραγώγων προσεγγίζονται από συνδυασµούς των τιµών της
συνάρτησης στους κόµβους.

Η λύση αυτών των εξισώσεων αποτελεί προσέγγιση της λύσης της ∆Ε και
στη συνέχεια ελέγχεται ως προς την ακρίβειά της.
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Θέµατα

Πώς κατασκευάεται το πλέγµα που διακριτοποιεί το χωρίο ορισµού ;

Πώς προσεγγίζουµε τις παραγώγους ;

Πώς λύνουµε τις προκύπτουσες εξισώσεις ;

Πόσο κοντά είναι η λύση των εξισώσεων στην ϑεωρητική λύση ;
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Τέλος Ενότητας
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