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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.
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Σκοπός Ενότητας

• Πεπερασµένες διαφορές και προσέγγιση διαφορικών εξισώσεων (∆Ε)

• Συνοριακές συνθήκες (Dirichlet, Neumann) και διακριτοποίησή τους

• ∆ιαχείριση και επίλυση γραµµικού συστήµατος από τη διακριτοποίηση ∆Ε
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Περιεχόµενα

1 ∆ιακριτό µοντέλο (συνχ.)
Σφάλµατα διακριτοποίησης και στρογγύλευσης
Αριθµητική επίλυση προβλήµατος 2 συνοριακών τιµών
Θέµατα αντιστρεψιµότητας
Συνοριακές συνθήκες Neumann
Παράδειγµα : Συνοριακό προβληµα 2 σηµείων µε συνθήκες Dirichlet
Εξίσωση Poisson σε 2 διαστάσεις
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Σχετικά µε το σφάλµα (επανάληψη)

Ποιά είναι η σχέση µεταξύ της λύσης του διακριτού συστήµατος AÛ(h) = f

και της λύσης της ∆Ε u;
Προσέξτε υπάρχουν 2 ειδών σφάλµατα! Αυτά που προκύπτουν από την
επίλυση του γραµµικού συστήµατος (στρογγύλευσης, ϐλ. ενότητες 4 και 5)
και εκείνα που οφείλονται στο ότι αντικαταστήσαµε τις παραγώγους µε
πεπερασµένες διαφορές και λαµβάνουµε ως λύση τις τιµές που
ικανοποιούν τις εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών (αποκοπής).
΄Οσον αφορά στις πεπερασµένες διαφορές, επιθυµούµε σύγκλιση:
∆ηλαδή, οι διαφορές maxj |Uj(h)− u(xj)| → 0 καθώς h→ 0.
ΠΡΑΚΤΙΚΑ επιθυµούµε το µέγιστο σφάλµα maxj |u(xj)− Ûj | ή γράφοντας
(καταχρηστικά) ‖u − Û‖∞ να είναι µικρότερο από κάποιο αποδεκτό
επίπεδο.
Προσέξτε :

‖u − Û‖∞ ≤ ‖u − U‖∞ + ‖U − Û‖∞
δεξιά 1ος όρος : αφορά τη σύγκλιση της µεθόδου διακριτοποίησης και το
σφάλµα αποκοπής. Με u συµβολίζουµε εδώ το διάνυσµα των τιµών u(xj)
στους κόµβους του πλέγµατος.
δεξιά 2ος όρος : αφορά το εµπρός σφάλµα στη λύση του γραµµικού
συστήµατος.
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Παράδειγµα : Σφάλµατα εµπρος και κεντρισµένων διαφορών
Παραγώγιση της sin(x2)
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Συζήτηση

όταν −u
′′(x) = f(x): Χρησιµοποιούµε

Lu(x) = − d
2

dx2
u(x), Lhu(xj) = − (u(xj − h)− 2u(xj) + u(xj + h))

h2

Σε αριθµητική άπειρης ακρίβειας, στους κόµβους του πλέγµατος :

Lu = f , Lhu = f + T , LhU = f

όπου T = [τ(x1), . . . , τ(xn)]> και τ(xj) = h
2

12 u
(4)(ξj) περιέχει το (άγνωστο) τοπικό

σφάλµα αποκοπής στο xj .
Από τα 2 τελευταία (οι τελεστές είναι γραµµικοί)

Lh(u − U) = T

Εποµένως

‖u − U‖ = ‖L−1
h

T‖ ≤ ‖L−1
h
‖‖T‖

Παρατηρούµε ότι αν καθώς h→ 0, έχουµε
‖T‖ → 0 (ΣΥΝΕΠΕΙΑ)

‖L−1
h
‖ να είναι ϕραγµένο (ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ)

τότε έχουµε και ΣΥΓΚΛΙΣΗ.
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Σχετικά µε την ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ :
Φαίνεται ότι Lh = 1

h2 An

Εποµένως L−1
h

= h
2
A
−1
n

άρα πρέπει να εξετάσουµε για µικρό h = 1
n+1 το

µέγεθος του

‖h2
A
−1
n
‖ = h

2‖A−1
n
‖

Πειραµατική µελέτη για n = 20, 40, 80, .... υπολογίστε 1
(n+1)2 ‖A−1

n
‖∞

Αναλυτική απόδειξη : Το An είναι ΣΘΟ και οι ιδιοτιµές του είναι λj = 2− 2 cos( jπ
n+1 ) άρα

η µικρότερη ιδιοτιµή είναι

λ1 = 4 sin2(
π

2(n + 1)
) ≈ π2

(n + 1)2

΄Αρα

1

(n + 1)2
‖A−1

n
‖2 ≈

1

(n + 1)2

(n + 1)2

π2
=

1

π2

Βιβλιογραφική σηµ. Η απόδειξη και οι τύποι για τα ιδιανύσµατα υπάρχουν σε πολλά
ϐιβλία. ∆είτε (προαιρετικά) εδώ.

https://dl.dropboxusercontent.com/u/13035829/Teach/SC/GGnotes14.pdf


Παρατηρήσεις

‖u − Û‖∞ ≤ ‖u − U‖∞ + ‖U − Û‖∞

δ. 1ος όρος : αφορά στη σύγκλιση της µεθόδου διακριτοποίησης και το σφάλµα
αποκοπής. ΘΑ ΚΥΡΙΑΡΧΕΙ ΟΤΑΝ h ΜΕΓΑΛΟ.
δ. 2ος όρος : αφορά στο εµπρός σφάλµα στη λύση του γραµµικού συστήµατος.
ΘΑ ΚΥΡΙΑΡΧΕΙ ΟΤΑΝ h ΜΙΚΡΟ λόγω του ότι ο δ.κ. κ2(h

2
An) = O(n

2).

Ζητούµενο

Επιθυµούµε να επιλέξουµε τη διακριτότητα h και τον επιλυτή του γραµµικού
συστήµατος έτσι ώστε το συνολικό σφάλµα να παραµένει κάτω από ένα
αποδεκτό επίπεδο και ισορροπηµένα ώστε να επιτυγχάνεται εξοικονόµιση
πόρων.
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Γενικό πρόβληµα 2 συνοριακών τιµών

΄Εστω ότι η άγνωστη µεταβλητή u(x) έχει πεδίο ορισµού το Ω = [XL, XU] και ότι
ικανοποιεί τη ∆Ε

−d
2
u

dx2
(x) + b(x)

du

dx
(x) + c(x)u(x) = f(x)

Γράφουµε
L(u, b, c, d, x) = 0

Το πρόβληµα είναι να υπολογίσουµε το u(x) στο XL < x < XU .
Συνοριακές τιµές/συνθήκες : τιµές για το u ή για τις παραγώγους στα «άκρα του
χωρίου» XL και XU .

∆Ε 2ης τάξης→ πρόβληµα 2 συνοριακών τιµών
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Συνοριακές συνθήκες

Κάθε συνοριακή συνθήκη, µπορεί

να αναφέρεται στην τιµή της συνάρτησης (Dirichlet),

ή στην τιµή παραγώγου της συνάρτησης (Neumann),

ή συνδυασµό των παραπάνω (Robin),

ή να διατυπώνει περιοδικότητα της λύσης.

Κωδικοποιούµε ως B(u, x) = 0 όπου B κάποιος τελεστής.

Προσοχή: Οι συνοριακές συνθήκες επιδρούν στην ύπαρξη και
µοναδικότητα της λύσης της ∆Ε.

Παράδειγµα π.χ. για το γραµµικό συνοριακό πρόβληµα 2 σηµείων ϑα
µπορούσαµε να έχουµε

u(XL) = γ1, u(XU) = γ2
du

dx
|XL

= γ1,
du

dx
|XR

= γ2 ή και

γ1u(xL) + γ2
du

dx
|XL

= γ1, δ1u(xU) + δ2
du

dx
|XU

= γ2,

u(XL) = u(XU) = γ (περιοδικές συνοριακές τιµές)
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∆ιακριτοποίηση χωρίου

«Πλέγµα» Ωh από n + 2 ισαπέχοντες «κόµβους» στο [XL, XU].

Ωh := {xj |xj = XL + jh, j = 0, ..., n + 1, h =
XU − XL

n + 1
}.

x0 = XL, xn+1 = XU καλούνται ακραία ή συνοριακά σηµεία.

Αντιστοιχία u(xj)↔ Uj

Η διακριτοποίηση χωρίου µε κατάλληλο πλέγµα είναι σηµαντικό ϑέµα.

ιδιαίτερα για πολύπλοκα αντικείµενα.

ώστε να αναπαραστώνται µε τη δέουσα λεπτοµέρεια περιοχές στις οποίες
η λύση αναµένεται να µην είναι οµαλή, π.χ. περιοχές µε ιδιαίτερα σηµεία,
γωνίες, κλπ.

Στο παρελθόν «µε το χέρι», πολύ χρονοβόρα. π.χ. το πλέγµα για την
αναπαράσταση ϱοής γύρω από αεροσκάφος απαιτούσε 6 µήνες, ενώ σήµερα
ο χρόνος έχει µειωθεί στις 2-3 εβδοµάδες.
Τα πλέγµατα που χρησιµοποιούν οι κατασκευαστές αντικειµένων κάθε είδους
(από αεροπλάνα µέχρι µικροεργαλεία) είναι συνήθως «απόρρητα».
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∆ιακριτοποίηση ∆Ε

Χρησιµοποιούµε συνήθως κεντρισµένες προσεγγίσεις

uj+1 − uj−1

2h
≈ u

(1)
j

uj−1 + uj+1 − 2uj

h2
≈ u

(2)
j

Η ποιότητα της προσέγγισης εξαρτάται από

1 το µέγεθος του h

2 το µέγεθος των παραγώγων u
(3), u(4).
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Θεωρώντας τους όρους O(h
2) αµελητέους γράφουµε n εξισώσεις

πεπερασµένων διαφορών για τις αγνωστές τιµές Uj

−Uj−1 − Uj+1 + 2Uj

h2
+ bj

Uj+1 − Uj−1

2h
+ cjUj = fj , j = 1, ..., n

Αν έχουµε συνοριακές συνθήκες Dirichlet,

U0 = u(x0), Un+1 = u(xn+1)

τις αξιοποιούµε για τις εξισώσεις στους κόµβους x1, xn:

−U0 − U2 + 2U1

h2
+ b1

U2 − U0

2h
+ c1U1 = f1

−Un−1 − Un+1 + 2Un

h2
+ bn

Un+1 − Un−1

2h
+ cnUn = fn



Συλλέγοντας όλες τις εξισώσεις

−U2 + 2U1

h2
+ b1

U2

2h
+ c1U1 = f1 +

u0

h2
+ b1

u0

2h

−Uj−1 − Uj+1 + 2Uj

h2
+ bj

Uj+1 − Uj−1

2h
+ cjUj = fj , j = 2, . . . , n− 1

−Un−1 + 2Un

h2
+ bn

−Un−1

2h
+ cnUn = fn +

un+1

h2
− bn

un+1

2h

και οµαδοποιώντας για κάθε άγνωστο, προκύπτουν n εξισώσεις :

(c1 +
2

h2
)U1 + (− 1

h2
+

b1

2h
)U2 = f1 +

u0

h2
+ b1

u0

2h

−(
1

h2
+

bj

2h
)Uj−1 + (cj +

2

h2
)Uj + (− 1

h2
+

bj

2h
)Uj+1 = fj , j = 2, . . . , n− 1

(− 1

h2
− bn

2h
)Un−1 + (cn +

2

h2
)Un = fn +

un+1

h2
− bn

un+1

2h



Γράφουµε συνοπτικά AU = F

Χαρακτηριστικά : Τριδιαγώνιο µητρώο µε στοιχεία


2

h2 + c1 − 1
h2 + b1

2h

− 1
h2 − b2

2h

2
h2 + c2 − 1

h2 + b2
2h

. . .
. . .

. . .

− 1
h2 − bn

2h

2
h2 + cn




U1
U2

...
Un

 =


f(x1) + ( 1

h2 + b1
2h

)u(x0)
f(x2)

...
f(xn) + ( 1

h2 − bn

2h
)u(xn+1)


Ακόµα πιο συνοπτικά µπορούµε να γράψουµε :

A = tridn[γj , αj , βj ]

όπου

αj = (
2

h2
+ cj), γj = (−

1

h2
−

bj

2h
), βj = (−

1

h2
+

bj

2h
)



Σχετικά µε το είδος του µητρώου

τριδιαγώνιο

συµµµετρικό ; ΄Οταν b(x) = 0.

Toeplitz; ΄Οταν b(x) και c(x) είναι σταθερές.

Προσοχή: Η ύπαρξη παραγώγων περιττής τάξης ϕαίνεται εµπόδιο στην
παραγωγή συµµετρικών συστηµάτων (εκφράζεται µε ασσυµετρία των
συντελεστών στους τύπους των πεπερασµένων διαφορών).
Αυτοσυζυγής µορφή Πολλές ϕορές η ∆Ε έχει την αυτοσυζυγή µορφή:

−(a(x)ux)x = f(x)

για συνάρτηση a(x). Στη συνέχεια ϑα δούµε ότι µπορούµε να την
διακριτοποιήσουµε ώστε το προκύπτον µητρώο να είναι συµµετρικό.
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Κατασκευή συµµετρικών συστηµάτων

−(a(x)ux)x = f(x)

Πώς διακριτοποιούµε ;
Αν παραγωγίσουµε πρώτα :

−a(x)uxx − ax(x)ux = f(x)

η εξίσωση είναι όπως η πριν και το σύστηµα µη συµµετρικό.
Εναλλακτικά :

−(a(x)ux)x ≈ −
a(x

i+ 1
2
)ux(xi+ 1

2
)− a(x

i− 1
2
)ux(xi− 1

2
)

h
+ O(h2)

≈ −
a(x

i+ 1
2
) u(xi+1)−u(xi )

h
− a(x

i− 1
2
)

u(xi )−u(xi−1)

h

h
+ O(h2)

≈
−a(x

i− 1
2
)u(xi−1) + (a(x

i− 1
2
) + a(x

i+ 1
2
))u(xi)− a(x

i+ 1
2
)u(xi+1)

h2
+ O(h2)
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Συµµετρικό µητρώο !

1

h2


a(x1/2) + a(x3/2) −a(x3/2)
−a(x3/2) a(x3/2) + a(x5/2) −a(x5/2)

. . .
. . .

. . .

−a(xn−1/2) a(x
n− 1

2
) + a(x

n+ 1
2
)



F =


f(x1) + 1

h2 a(x1/2)u(x0)
f(x2)

...
f(xn) + 1

h2 a(x
n+ 1

2
)u(xn+1)





Παρατηρήσεις (προαιρετικά)

Η Σ∆Ε

− d
dx

[
a(x)

du

dx

]
+ c(x)u = f(x)

είναι αυτοσυζυγής.

Οι Σ∆Ε 2ης τάξης µπορούν να µετατραπούν στην αυτοσυζυγή µορφή
(ϑεωρία Sturm-Liouville)

... πολλαπλασιάζοντας µε ολοκληρωτικού παράγοντα (integrating factor)
exp(b(x)dx)

∆οθείσης µιας Σ∆Ε στη γενική µορφή, ένας τρόπος να διακριτοποιηθεί
ώστε το µητρώο να είναι συµµετρικό είναι να την µετατρέψουµε πρώτα σε
αυτοσυζυγή µορφή πριν διακριτοποιήσουµε.
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Θέµατα

A = tridn[γj , αj , βj ]

όπου

γj = (−
1

h2
−

bj

2h
), αj = (

2

h2
+ cj), βj = (−

1

h2
+

bj

2h
)

Είναι το µητρώο των συντελεστών αντιστρέψιµο ;
Αν ναι, πώς λύνουµε το σύστηµα ;

Ποιά είναι η σχέση µεταξύ της λύσης του διακριτού συστήµατος AÛ(h) = f και της λύσης της ∆Ε u;
Είναι το µητρώο αντιστρέψιµο ;

Εξετάζουµε µία σηµαντική ειδική περίπτωση (και αποδεικνύουµε ΣΘΟ): bj = 0, cj > 0 ∀j:

A =
1

h2
tridn[−1, 2 + cjh

2,−1]

Η ΣΘΟ (και κατά µείζονα λόγο, η αντιστρεψιµότητα) αποδεικνύεται µε πολλούς τρόπους (όλοι
ενδιαφέροντες).

Προσέξτε ότι A = Ã + D όπου D είναι το διαγώνιο µητρώο µε τιµές diag(c1, . . . , cn) και
Ã = 1

h2 tridn[−1, 2,−1] για το οποίο γνωρίζουµε ότι είναι ΣΘΟ (προηγούµενη συζήτηση).

Εποµένως τα Ã,D είναι αµφότερα ΣΘΟ εποµένως αυτό ισχύει και για το άθροισµά τους, A.
Μπορείτε επίσης να αποδείξετε ΣΘΟ µε το ϑεώρηµα Gerschgorin.
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Αντιστρεψιµότητα διακριτού τελεστή µέσω ϑµ. Gerschgorin

Στόχος : Να δείξουµε αντιστρεψιµότητα του

A =
1

h2
tridn[−1, 2 + cjh

2,−1]

Θεώρηµα G.: Οι ιδιοτιµές του [aij ] = A ∈ Cn×n
ϐρίσκονται στην κλειστή περιοχή του µιγαδικού επιπέδου που

ορίζεται από την ένωση των n δίσκων

|z − αii | ≤
n∑

j=1,j 6=i

|αij |, i = 1 : n.

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα G.

εφόσον A = A
> ⇒ όλες οι ιδιοτιµές πραγµατικές λ(A) ∈ R

⇒−2 ≤ λ(A)− (2 + cih
2) < 2, i = 2, ..., n− 1

⇒ cih
2 ≤ λ(A) < 4 + cih

2

⇒ αν ci > 0 έπεται ότι λ(A) > 0.

Στά άκρα −1 ≤ λ(A)− (2 + c1h
2) < 1 και −1 ≤ λ(A)− (2 + cnh

2) < 1 εποµένως

1 + c1h
2 ≤ λ(A) ≤ 3 + c1h

2, 1 + cnh
2 ≤ λ(A) ≤ 3 + cnh

2,

και πάλι έπεται ότι αν ci > 0, τότε λ(A) > 0, άρα ΣΘΟ και αντιστρέψιµο.
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Πώς λύνεται το σύστηµα ;

−d
2
u

dx2 (x) + b(x) du

dx
(x) + c(x)u(x) = f(x), u(0) = g1, u(1) = g2

A = tridn[− 1
h2 − bj

2h
, 2

h2 + cj ,− 1
h2 + bj

2h
]

Πρέπει να εκµεταλλευτούµε τη µορφή του µητρώου :

Κεντρισµένες πεπερασµένες διαφορές 2ης τάξης

⇒ τριδιαγώνιο→ µέθοδος κόστους O(n).

Συντελεστές και συνοριακές συνθήκες

→ συµµετρικό,
→ ϑετικά ορισµένο→ Cholesky
→ Toeplitz
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Συνοριακές συνθήκες Neumann

΄Εστω οι συνοριακές συνθήκες :

ux(x0) = g ( Neumann) u(xn+1) = h ( Dirichlet)

1) Γράφουµε µια ακόµα εξίσωση για το συνοριακό κόµβο x0:

−U−1 − U1 + 2U0

h2
+ b0

U1 − U−1

2h
+ c0U0 = f0

όπου U−1 ≈ u(x0 − h).
2) ∆ιακριτοποιούµε τη συνθήκη Neumann και εκτιµούµε το U−1:

g ≈ U1 − U−1

2h

⇓
U−1 = U1 − 2hg.

3) Συνδυάζουµε τα παραπάνω και απαλείφουµε τον όρο U−1 από την εξίσωση

−(U1 − 2hg)− U1 + 2U0

h2
+ b0

U1 − (U1 − 2hg)

2h
+ c0U0 = f0
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Το διακριτό σύστηµα είναι :

(2 +
c0

h2
)U0 −

2

h2
U1 = f0 − 2

g

h
+ b0g

−(
1

h2
+

bj

2h
)Uj−1 + (cj +

2

h2
)Uj + (− 1

h2
+

bj

2h
)Uj+1 = fj , j = 1, . . . , n− 1

(− 1

h2
− bn

2h
)Un−1 + (cn +

2

h2
)Un = fn +

un+1

h2
− bn

un+1

2h

Παρατήρηση : Το τελικό σύστηµα έχει n + 1 εξισώσεις και αγνώστους
(U0, U1, . . . , Un)>. Για µια συνοριακή συνθήκη µε παράγωγο στο ένα άκρο και
πεπερασµένες διαφορές 2ης τάξης, είσαγαµε 1 εξίσωση επιπλέον.
Προσοχή: Αν ισχύουν συνθήκες Neumann και στα 2 άκρα, τότε ϑα υπήρχαν 2
επιπλέον εξισώσεις. Επίσης, το µητρώο δεν ϑα είναι αντιστρέψιµο.



Μορφή συστήµατος για Poisson µε Neumann-Neumann

Αν ακολουθήσουµε τα παραπάνω ϐήµατα στην

−uxx + b(x)ux + c(x)u = f(x), x ∈ [XL, XU] ux(x)|x=XL
= g, ux(x)|x=XU

= h

το σύστηµα ϑα έχει τη µορφή

ANNU = F , ANN ∈ R(n+2)×(n+2)



2
h2 + c0 − 2

h2

− 1
h2 − b1

2h

2
h2 + c1 − 1

h2 + b1
2h

− 1
h2 − b2

2h

2
h2 + c2 − 1

h2 + b2
2h

. . .
. . .

. . .

− 1
h2 − bn

2h

2
h2 + cn − 1

h2 + bn

2h

− 2
h2

2
h2 + cn+1




U0
U1

...

Un

Un+1

 =


F0
F1

...

Fn

Fn+1



ΠΡΟΣΟΧΗ Αν c(x) = 0 τότε το µητρώο δεν είναι αντιστρέψιµο : ANNe = 0 (ο

µηδενόχωρος περιέχει το e) όπως και η ∆Ε δεν έχει µοναδική λύση. Η γενική λύση του

συστήµατος ϑα είναι U + γe.
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Παράδειγµα

L: −d
2
u

dx2 (x) + xu(x) = (9 + x) sin 3x

B: u(0) = 0, u(π/6) = 1

Ω: [0, π/6]

h = π
6(n+1) , Ωh = {xj = jh|j = 0, ..., n + 1}

(x1 +
2

h2
)U1 −

1

h2
U2 = (9 + x1) sin 3x1

− 1

h2
Uj−1 + (xj +

2

h2
)Uj −

1

h2
Uj+1 = (9 + xj) sin 3xj , j = 2, . . . , n− 1

− 1

h2
Un−1 + (xn +

2

h2
)Un = (9 + xn) sin 3xn +

1

h2
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↪→ AU = F όπου

A = tridn[γj , αj , βj ]

αj = (
2

h2
+ jh), γj = − 1

h2
, βj = − 1

h2

ενώ

Fj = (9 + jh) sin 3xj , j = 1, ..., n− 1

Fn = (9 + nh) sin 3xn +
1

h2

Λύνουµε AU = F χρησιµοποιώντας Cholesky για τριδιαγώνια συστήµατα (κόστος
O(n)) και συγκρίνουµε τις υπολογισµένες τιµές του U µε τις τιµές της ακριβούς
λύσης u.



Παράδειγµα

Σχήµα : Συµπεριφορά της υπολογισµένης λύσης του διακριτοποιηµένου συστήµατος του
παραδείγµατος σε σχέση µε την πραγµατική λύση u(x) = sin(3x) για n = 20.
(Αριστερά) υπολογισµένες και ϑεωρητικές τιµές. (∆εξιά) | uj−Uj

uj

| καθώς και το µέγιστο
σχετικό σφάλµα για τις περιπτώσεις που n = 20, 40, 60, 80.

Οι τιµές του µέγιστου σφάλµατος για n = 20, 40, 80 είναι

[0.1680, 0.0441, 0.0113]× 10−3
άρα όταν διπλασιάζουµε τους

κόµβους του πλέγµατος, το σφάλµα υποτετραπλασιάζεται. Οι

γραφικές παραστάσεις υποδεικνύουν ότι το µέγιστο σχετικό σφάλµα

συµπεριφέρεται ως O(h
2). Η πρόκληση είναι να αποδειχθεί αυτή η

συµπεριφορά και αναλυτικά - (προχωρηµένα µαθήµατα.)
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Εξίσωση Poisson σε 2 διαστάσεις

L: −(uxx + uyy) = f(x, y) (αποκαλείται εξίσωση Laplace αν f ≡ 0,
και Poisson διαφορετικά.)

B: u(x, y) γνωστή στο σύνορο ∂Ω.
Ω: [0, a]× [0, b].

Παρατήρηση : ∆Ε µε µερικές παραγώγους (Μ∆Ε).
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΄Εστω hx = a

m+1
, hy = b

n+1
:

Ω→ Ωh = {(xi , yj)|xi = ihx , yj = jhy ; i = 0 : m + 1, j = 0 : n + 1}
L → Lh: διακριτοποίηση µε κεντρισµένες διαφορές 2ης τάξης που εφόσον οι παράγωγοι

∂4
u

∂x4 ,
∂4

u

∂y4 είναι συνεχείς στο κλειστό πεδίο ορισµού.

uxx (xi , yj) =
u(xi−1, yj)− 2u(xi , yj) + u(xi+1, yj)

h2
x

+ O(h
2
x
)

uyy (xi , yj) =
u(xi , yj−1)− 2u(xi , yj) + u(xi , yj+1)

h2
y

+ O(h
2)

−(uxx (xi , yj) + uyy (xi , yj)) ≈
−Ui−1,j + 2Ui,j − Ui+1,j

h2
x

+
−Ui,j−1 + 2Ui,j − Ui,j+1

h2
y

και στην περίπτωση hx = hy και συνθηκών Dirichlet, οι εξισώσεις είναι

−Ui−1,j − Ui,j−1 + 4Ui,j − Ui+1,j − Ui,j+1

h2
= Fi,j , i = 1, ...,m; j = 1, ..., n



Τριδιαγώνιο N × N όπου N = mn κατά πλοκάδες (µεγέθους m):
T D

D T D

. . .
. . .

. . .
D T D

D T




U1:m,1
U1:m,2

...

U1:m,n

 =


F1:m,1
F1:m,2

...

F1:m,n


όπου T = tridm[− 1

h2
x

, 2
h2

x

+ 2
h2

y

,− 1
h2

x

] και D = − 1
h2

y

Im



∆ιάταξη κόµβων, αγνώστων

Ως τώρα χαρακτηρίζαµε τους
κόµβους και αγνώστους µε
ετικέτες (xi , yj) ή πιο απλά
(i, j)

Πολλοί τρόποι να διατάξουµε
τους αγνώστους µε ϐάση τις
ετικέτες.
Φυσική διάταξη :

(U1,1, U2,1, . . . , Um,1, U1,2, . . . , Um,2, . . . Um,n)>
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Παράδειγµα

Πρόβληµα

−(uxx + uyy) = f(x, y), (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1],

Συνθήκες Dirichlet: δίδονται τα u(0, y), u(1, y), u(x, 0), u(x, 1)
∆ιακριτοποίηση κεντρισµένες διαφορές µε m = 4, n = 3.

A =



82 −25 0 0 −16 0 0 0 0 0 0 0
−25 82 −25 0 0 −16 0 0 0 0 0 0

0 −25 82 −25 0 0 −16 0 0 0 0 0
0 0 −25 82 0 0 0 −16 0 0 0 0

−16 0 0 0 82 −25 0 0 −16 0 0 0
0 −16 0 0 −25 82 −25 0 0 −16 0 0
0 0 −16 0 0 −25 82 −25 0 0 −16 0
0 0 0 −16 0 0 −25 82 0 0 0 −16
0 0 0 0 −16 0 0 0 82 −25 0 0
0 0 0 0 0 −16 0 0 −25 82 −25 0
0 0 0 0 0 0 −16 0 0 −25 82 −25
0 0 0 0 0 0 0 −16 0 0 −25 82


Εναλλακτικές διατάξεις : Μέσω εντολών που περιέχονται στη συλλογή sparfun της MATLAB.

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 13 Ιανουαρίου 2014 34 / 41



Πλέγµατα και µητρώα (m = n = 5)
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Χωρία, πλέγµατα & µητρώα για Poisson
(hx = 2/11, hy = 2/11, ϕυσικ. αρίθµ.)

Παρατήρηση : Με τις εντολές MATLAB: numgrid, delsq
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Χωρία, πλέγµατα & µητρώα για Poisson
(hx = 2/11, hy = 2/11, ϕυσικ. αρίθµ.)
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Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι.
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Χρήση ΄Εργου Τρίτων I

1 https://dl.dropboxusercontent.com/u/13035829/Teach/SC/GGnotes14.pdf (ϐλ. σελ 8)
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