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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 27 Οκτωβρίου 2014 2 / 27



Σκοπός Ενότητας

• Θεµελιώδη προβλήµατα της αριθµητικής γραµµικής άλγεβρας.

• Η ιεραρχία BLAS.

• Πλοκαδοποίηση και ϐασικές πράξεις στο υπολογιστικό µοντέλο ιεραρχικής
µνήµης.

• Υπερταχύς πολλαπλασιασµός Strassen και παραλλαγές.
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Περιεχόµενα

1 Αραιά µητρώα

2 Παραδείγµατα αραιών µητρώων

3 Ζητήµατα σχετικά µε την αραιότητα : Τοπικότητα, αναπαράσταση και
προγραµµατισµός
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Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για

τον πολλαπλασιασµό MM (πράξη BLAS-3)

ονοµατολογία και µερικές ϐιβλιοθήκες υλοποίησης των BLAS.

ϑέµατα µετάφρασης - ειδικότερα το loop unrolling.

την αυτόµατη επιλογή ϐέλτιστων παραµέτρων και αυτόµατη παραγωγή
‘βέλτιστου κώδικα’ (project ATLAS) για τα BLAS

µεθόδους υπολογισµού MM µειωµένης πολυπλοκότητας πράξεων.

Σήµερα ϑα συζητήσουµε τα εξής :

Αραιά µητρώα και µερικά Ϲητήµατα που προκύπτουν στη διαχείρισή τους
(µια εισαγωγή)

Εισαγωγή στο µοντέλο αριθµητικής κινητής υποδιαστολής και στα σφάλµατα
στρογγύλευσης
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Αραιά µητρώα

΄Ενα µητρώο m× n αποκαλείται αραιό (sparse) αν το πλήθος των µη µηδενικών
του, nnz, είναι κατά πολύ µικρότερο του πλήθους των στοιχείων του. Συνήθως,
αυτό σηµαίνει ότι nnz = O(min{m, n}).

Η αραιότητα αξιοποιείται µε (αραιές αναπαραστάσεις) σε ειδικές δοµές
δεδοµένων ώστε τα αραιά µητρώα να αποθηκεύονται σε χώρο πολύ
µικρότερο του O(mn).

Προσοχή: Στην περίπτωση αυτή, οι κώδικες διαχείρισής τους πρέπει να
λαµβάνουν υπόψη την αραιή δοµή.

Αν επιτελέσουµε µία πράξη µεταξύ δύο αραιών µητρώων, το αποτέλεσµα
µπορεί να είναι αραιό ή όχι. Π.χ. αν A ∈ Rn×n τριδιαγώνιο τότε το A

n−1 ϑα
είναι πυκνό.
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Αραιά µητρώα

Η αραιότητα είναι η πιο συνηθισµένη δοµική ιδιότητα των µητρώων που
προκύπτουν στις εφαρµογές. Την αξιοποιούµε ως εξής :

Κατά την αποθήκευση του µητρώου, µε αραιές τεχνικές, ειδικές δοµές
δεδοµένων, κλπ.

Κατά την επιλογή µεθόδου χρήσης του µητρώου στα προβλήµατα της
υπολογιστικής γραµµικής άλγεβρας. Π.χ. στην επίλυση συστηµάτων
χρησιµοποιούνται :

άµεσες αραιές µέθοδοι (π.χ. ϐλ. [Dav06]), ή
επαναληπτικές µέθοδοι (π.χ. ϐλ. [Saa03])

Οι µέθοδοι επίλυσης, χρησιµοποιούν ειδικούς «υπολογιστικούς πυρήνες» για τις
απλές πράξεις

π.χ. sparse BLAS, όπως «πολλαπλασιασµός αραιού µητρώου µε διάνυσµα».

«κρυφός πολλαπλασιασµός» µέσω υπορουτίνας «µαύρου κουτιού»
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Είδη µητρώων στα BLAS, αναπαράσταση στη µνήµη και
κώδικες
Παραδείγµατα χρήσης στους συνδέσµους dtrmv.c, dtpmv.c, zhymv.c, dgbmv.c

Υπόδειξη : ∆είτε µερικούς από τους κώδικες µέσω των συνδέσµων.
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http://www.netlib.org/clapack/cblas/dtrmv.c
http://www.netlib.org/clapack/cblas/dtpmv.c
http://www.netlib.org/clapack/cblas/zhymv.c
http://www.netlib.org/clapack/cblas/dgbmv.c


∆ιαγώνια µητρώα : MATLAB vs. Octave I
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∆ιαγώνια µητρώα : MATLAB vs. Octave II

Προσοχή: ∆είτε για διαγώνια µητρώα στην Octave
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https://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/Basic-Usage.html#Basic-Usage


Σχετικά µε τα διαγώνια µητρώα στην Octave
Από το εγχειρίδιο του John W. Eaton, GNU Octave

21.1.3 Explicit and Implicit Conversions
The diagonal and permutation matrices are special objects in their own right. A
number of operations and built-in functions are defined for these matrices to use
special, more efficient code than would be used for a full matrix in the same
place. ...
To facilitate smooth mixing with full matrices, backward compatibility, and
compatibility with MATLAB, the diagonal and permutation matrices should allow
any operation that works on full matrices, and will either treat it specially, or
implicitly convert themselves to full matrices.
Instances include matrix indexing, except for extracting a single element or a
leading submatrix, indexed assignment, or applying most mapper functions,
such as exp.
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https://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/index.html#SEC_Contents


Αραιά µητρώα (δείτε τη συλλογή Davis-Florida) [DH11]
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http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/


∆υσκολίες/αντιξοότητες - προκλήσεις

Οι υπολογισµοί µε αραιά µητρώα παρουσιάζουν ορισµένα σηµαντικά
χαρακτηριστικά :

Θέµατα τοπικότητας : µειωµένη στην MV, όπως εκφράζεται από το
αναµενόµενο µ σε σχέση µε εκείνο των υπολογισµών µε πυκνά
µητρώα.

Αναπαράσταση και επιλογή δοµής.

Περίπλοκος προγραµµατισµός για την ορθή διαχείριση της αναπαράστασης.

Αξιοσηµείωτο : ο σχεδιασµός και η υλοποίηση αποδοτικών αλγορίθµων MV για
αραιά µητρώα (SpMV) είναι πολύ µεγάλης σηµασίας σε πάρα πολλές
εφαρµογές.

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 27 Οκτωβρίου 2014 13 / 27



Η αραιότητα µειώνει την τοπικότητα

∆ιερευνούµε το αναµενόµενο µ Υπολογίζουµε Ω,Φmin, µmin για SpMV και
SpMM για τις πράξεις Ax,AB. Υποθέτουµε ότι το µητρώο A ∈ Rn×n είναι αραιό,
µε nnz µη µηδενικά στοιχεία και ότι έχει αποθηκευτεί µε αυτόν τον τρόπο.

Φmin = nnz + 2n

Ω =
∑

n

j=1 2nj = 2nnz όπου nj το πλήθος των µη µηδενικών ανά γραµµή.

µmin = (nnz + 2n)/(2nnz) ≈ 1
2 + n

nnz

Πολλαπλασιασµός τετραγωνικών µητρώων, AB, όπου το A αραιό :

Φmin = n
2 + nnz + 2n

Ω = n
∑

n

j=1 2nj = 2nnnz.

µmin = (n
2 + nnz + 2n)/(2nnnz) ≈ n

2nnz + 1
nnz

Προσέξτε ότι αναµένουµε ότι n ≤ nnz ≤ n
2. Για µητρώα που είναι αρκετά

αραιά, nnz = γn για µικρό ακέραιο γ � n, π.χ. γ = 10
Συµπέρασµα : Η δυνάµει τοπικότητα της πραξης MV µε αραιό µητρώο µειώνεται
εξαιτίας της αραιότητας.
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Αναπαράσταση και αποθήκευση

Πυκνή αποθήκευση

σε πίνακα m× n ϑέσεων (∆οµή ∆εδοµένων→ Λογισµικό)

στη µνήµη εγγράφεται σε διαδοχικές διευθύνσεις (κατά γραµµές ή
στήλες) (Λογισµικό→ Υλικό)

χρειάζονται mn ϑέσεις µνήµης

Αραιή αποθήκευση

Αποθηκεύονται µόνον τα µη µηδενικά καθώς και δείκτες για πρόσβαση

Συχνά 3 µονοδιάστατοι πίνακες αρκούν

≈ 3nnz ϑέσεις µνήµης

πολυπλοκότερος προγραµµατισµός
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Παράδειγµα
Αποθήκευση COO και CSR


1.0 0 0 0 0
−2.0 0 0 0 3.0

0 0 0 −1.0 0
0 4.0 0 0 0

−9.0 0 0 0 0


25 ϑέσεις

COO: 18 ϑέσεις. CSR: 17
ϑέσεις.
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Compressed Sparse Row (CSR / or CRS)


1 0 0 −1 0
2 0 −2 0 3
0 −3 0 0 0
0 4 0 −4 0
5 0 −5 0 6


VAL πίνακας nnz α.κ.υ. Περιέχει τις µη µηδενικές τιµές α.κ.υ. διατεταγµένες (µε

αυξανόµενο δείκτη στήλης) ανά γραµµή
JA πίνακας nnz ακεραίων. Το JA(i) είναι η στήλη που περιέχει το VAL(i).
IA πίνακας n+ 1 ακεραίων. Το IA(i) είναι η ϑέση του 1ου στοιχείου της i-οστής

γραµµής i στα JA, VAL. Αν IA(i)=IA(i+1) η γραµµή είναι µηδενική. Συνήθως για
ένδειξη τέλους IA(n+1) = IA(1) +nnz

΄Αλλες µέθοδοι αραιής αποθήκευσης / αραιές δοµές
Πολλές προτάσεις στη ϐιβλιογραφία (compressed sparse column, modified sparse row,
diagonal, skyline, jagged format, blocked CSR, ...)

Πρέπει να προσαρµόζεται ο κώδικας ανάλογα µε τον τρόπο αποθήκευσης ....

Η MATLAB απλουστεύει γιατί αναφερόµαστε σε αραιά µητρώα ως πυκνά. π.χ. το A(i,j)
εξακολουθεί να σηµαίνει το στοιχείο στη ϑέση (i, j) του µητρώου A αν και εσωτερικά,
υλοποιείται εντελώς διαφορετικά.
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Πολλαπλασιασµός SpMV
Μητρώο σε αραιή αποθήκευση

Χρησιµοποιώντας ορολογία MATLAB για τη δοµή CSR

1 function [y] = spmv_csr(VAL,IA,JA,y,x)
2 % pollaplasiasmos y <- y + A*x opou to A einai se morfh CSR
3 for i=1:n
4 k1=IA(i); k2=IA(i+1)-1;
5 y(i) = y(i)+ dot(VAL(k1:k2),x(JA(k1:k2)));
6 end

1 function [y] = spmv_csc(VAL,IA,JA,y,x)
2 % pollaplasiasmos y <- y + A*x opou to A se morfh CSC
3 for j=1:n
4 k1=IA(j); k2=IA(j+1)-1;
5 y(JA(k1:k2)) = y(JA(k1:k2) + x(j)*VAL(k1:k2);
6 end
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Υποδοµή για αραιά µητρώα στη MATLAB

1 function [y] = spmv_csc(VAL,IA,JA,y,x)
2 % pollaplasiasmos y <- y + A*x opou to A se morfh CSC
3 for j=1:n
4 k1=IA(j); k2=IA(j+1)-1;
5 y(JA(k1:k2)) = y(JA(k1:k2) + x(j)*VAL(k1:k2);
6 end
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Αραιά µητρώα στη MATLAB

Σηµαντική διευκόλυνση : τα µητρώα αποθηκεύονται ως CSR, αναφερόµαστε σ΄
αυτά µε τον κλασικό τρόπο, A(i,j) είναι το στοιχείο στη ϑέση (i, j) του µητρώου
A.
Οι σηµαντικότερες πράξεις (όπως η LU) υλοποιούνται και ως µέθοδοι για µητρώα
που ανήκουν στην «αραιή κλάση».
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Αραιά µητρώα στη Octave

Για ενδιαφερόµενους Πλήρης παρουσίαση Sparse Matrix Implementation in
Octave.
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http://www.sce.carleton.ca/faculty/adler/talks/2006/bateman-adler-octave2006.pdf
http://www.sce.carleton.ca/faculty/adler/talks/2006/bateman-adler-octave2006.pdf


Αραιά µητρώα στην Octave (manual)

Τα πυκνά µητρώα αποθηκεύονται µε διάταξη column major και κατ΄ αντιστοιχεία, τα
αραιά µητρώα σε Compressed Sparse Column format.

Τα στοιχεία των γραµµών αποθηκεύονται σε αύξουσα σειρά ως προς το δείκτη των
γραµµών.

Ο δείκτης στηλών περιέχει ένα στοιχείο επιπλέον του πλήθους των στηλών. Το
πρώτο στοιχείο είναι πάντα 0. Με αυτόν τον τρόπο δεν χρειάζεται ειδική
µεταχείριση για την πρώτη ή τελευταία στήλη.

Παράδειγµα Το µητρώο (−1.0 −2.0 0 0
0 0 0 −3.0
0 0 0 −4.0

)

αποθηκεύεται στους πίνακες

cidx = [0, 1, 2, 2, 4]; ridx = [0, 0, 1, 2]; data = [-1.0, -2.0, -3.0, -4.0].
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https://www.gnu.org/software/octave/doc/interpreter/Storage-of-Sparse-Matrices.html


1 A=rand(1000);B=rand(1000);E=eye(1000);
2 Z=zeros(1000);Es=speye(1000);Zs=sparse(zeros(1000));
3 >> whos
4 Variables in the current scope:
5

6 Attr Name Size Bytes Class
7 ==== ==== ==== ===== =====
8 A 1000x1000 8000000 double
9 B 1000x1000 8000000 double

10 E 1000x1000 8000 double
11 Es 1000x1000 16004 double
12 Z 1000x1000 8000000 double
13 Zs 1000x1000 4004 double
14

15 Total is 4001000 elements using 24028008 bytes
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