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΄Αδειες Χρήσης

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative
Commons.

• Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου
άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.
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Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του
εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο
Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του
εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος
«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την
Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς
πόρους.
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Σκοπός Ενότητας

• Θεµελιώδη προβλήµατα της αριθµητικής γραµµικής άλγεβρας.

• Η ιεραρχία BLAS.

• Πλοκαδοποίηση και ϐασικές πράξεις στο υπολογιστικό µοντέλο ιεραρχικής
µνήµης.

• Υπερταχύς πολλαπλασιασµός Strassen και παραλλαγές.
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Περιεχόµενα

1 Νέα και υπενθύµιση

2 Πολλαπλασιασµός µητρώο-διάνυσµα

3 Πολλαπλασιασµός γενικών µητρώων

4 Θέµατα αποθήκευσης και προσπέλασης

5 Τα BLAS
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Από πρόσφατη δηµοσίευση [FGHZ14]

Από άρθρο του A. Jaffe (Harvard), ‘‘Ordering the Universe: The role of
Mathematics’’ [Jaf84]
Computers suffer from two fundamental limitations. Although the fastest computers can
execute millions of operations in one second, they are always too slow. This may seem
like a paradox, but the heart of the matter is: the bigger and better computers become,
the larger are the problems scientists and engineers want to solve.
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http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0898122114002478
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Υπενθύµιση και πρόγραµµα διάλεξης

Στην προηγούµενη διάλεξη µιλήσαµε για τις πράξεις BLAS και εξετάσαµε
ορισµένες από αυτές :

BLAS-1 DOT, _AXPY
BLAS-2 GER

Αυτό έγινε στα πλαισια του υπολογιστικού µοντέλου µας.

Στην προσπάθεια να µειώσουµε Φmin όταν έχουµε περιορισµένη ΚΜ,
είδαµε ότι για την GER, είναι απαραίτητο να κάνουµε πλοκαδοποίηση.

Σήµερα εξετάζουµε την περίπτωση της BLAS-2 πράξης MV. Στη συνέχεια ϑα
παρουσιάσουµε την πράξη που προσφερει τις περισσότερες δυνατότητες
ϐελτίωσης της επίδοσης για το υπολογιστικό µοντέλο. Αυτό ϑα γίνει πάλι µε
πλοκαδοποίση και κατάλληλη οργάνωση των επιµέρους υπολογισµών.
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Μητρώο × διάνυσµα : MV ή GAXPY

c ← c + Ab, c ∈ Rn1×1,A ∈ Rn1×n3 , b ∈ Rn3×1

ή
c ← c + a

>
B, c ∈ R1×n2 , a ∈ Rn3×1, B ∈ Rn3×n2

Εξετάζουµε την πρώτη περίπτωση.

MV = A x plus y γι΄ αυτό και η εναλλακτική ορολογία GAXPY.

Ω = 2n1n3, Φmin = n1n3 + 2n1 + n3,

µmin = 1
2 + 1

2n1
+ 1

n3
.
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Υλοποίηση

Μορφή DOT/ ik/ κ. γραµµές : τα στοιχεία του y υπολογίζονται από το
εσωτερικό γινόµενο των γραµµών του A µε το x ,

ηi ← ηi + a
>
i,:x = ηi +

n3∑
k=1

αikξk , i = 1, ..., n1.

Μορφή sAXPY/ ki / κ. στήλες τα στοιχεία του y υπολογίζονται από τον γραµµικό
συνδυασµό των στηλών του A:

y ← y +
n3∑

k=1

a:,kξk .
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Κώδικας 1: MV κατά γραµµές

1 for i=1:n1
2 for k = 1:n3
3 y(i) = y(i) + A(i,k)*x(k);
4 end
5 end

Κώδικας 2: MV κατά στήλες

1 for k=1:n3
2 for i = 1:n1
3 y(i) = y(i) + A(i,k)*x(k);
4 end
5 end
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Υλοποιήσεις

Κώδικας 3: MV κατά γραµµές

1 LOAD(y,A,x);
2 for i=1:n1
3 for k = 1:n3
4 y(i) = y(i) + A(i,k)*x(k);
5 end
6 end
7 STORE(y)

Φ = Φmin = 2n1 + n1n3 + n3.

Απαιτείται K = O(n1n3)
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Υλοποιήσεις

Κώδικας 4: MV κατά γραµµές

1 for i=1:n1
2 LOAD(y(i))
3 for k = 1:n3
4 LOAD(A(i,k),x(k))
5 y(i) = y(i) + A(i,k)*x(k);
6 end
7 STORE(y(i))
8 end

Φ =
∑

n1
i=1(2 +

∑
n3
j=1 2) = 2n1 + 2n1n3

Απαιτείται K = O(1)
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Υλοποίηση αν K = O(n3)

Κώδικας 5: MV κατά γραµµές

1 LOAD(x)
2 for i=1:n1
3 LOAD(y(i))
4 for k = 1:n3
5 LOAD(A(i,k))
6 y(i) = y(i) + A(i,k)*x(k);
7 end
8 STORE(y(i))
9 end

Φ = n3 +
∑

n1
i=1(2 +

∑
n3
j=1 1) = n3 + 2n1 + n1n3 = Φmin

Απαιτείται K = O(n3)

Υλοποίηση _AXPY αν K = O(n1)

Υβριδική υλοποίηση για K = O(min(n1, n3))
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Γενική υλοποίηση

΄Εστω n3 = m3k3 και

A = [A1, · · · ,Ak3 ], x = [x1; · · · ; xk3 ]

∆ιάσπαση σε υπογινόµενα :

y = y + A1x1 + A2x2 + · · ·Ak3xk3

Αν K = O(m3) τότε κάθε µερικό MV/GAXPY γίνεται µε ϐέλτιστο
Φ(J) = 2n1 + n1m3 + m3 άρα

Φ =
k3∑

J=1

Φ(J)

= 2n1k3 + n1n3 + n3.
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Εναλλακτική υλοποίηση

΄Εστω n1 = m1k1 και

y = [y1; · · · , ; yk1 ],A = [A1; · · · , ; Ak1 ]

∆ιάσπαση :
yI = yI + AIx, I = 1 : k1

Αν K = O(m1) τότε κάθε µερικό MV/GAXPY γίνεται µε ϐέλτιστο
Φ(J) = 2m1 + m1n3 + n3 άρα

Φ =
k1∑

J=1

Φ(J)

= 2n1 + n1n3 + k1n3.
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Συµπέρασµα

Η επιλογή εξαρτάται από τη σχέση n1, n3 µε K.

Αν n1 = n3 = n οι τιµές είναι n
2 + 2n + k1n και n

2 + 2k3n + n

Για δεδοµένο K και εφόσον n1 = n3 = n ισχύει ότι k1 = k3 εποµένως

ο τεµαχισµός προς την n3 απαιτεί λιγότερες µεταφορές.

΄Εχουµε

Φ = min(
2n1n3

m3
+ n1n3 + n3, 2n1 + n1n3 +

n1

m1
n3)

= min(
2n1n3

K
+ n1n3 + n3, 2n1 + n1n3 +

n1

K
n3)

Παρατήρηση Η καλύτερη υλοποίηση εξαρτάται από τη σχέση των διαστάσεων µε
το K και η επιλογή απαιτεί να εξετάσουµε το Φ για τις τιµές των δεικτών.
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Κοινά χαρακτηριστικά MV, GER

ni , nj > 1, nk = 1 για i, j, k ∈ {1, 2, 3}
Ω = O(n

2), Φmin = O(n
2), µmin = O(1)

Πολυπλοκότητες τετραγωνικές στην κυρίαρχη διάσταση

Μη αποδοτική υλοποίηση σε ιεραρχική µνήµη

Καλύτερο µmin από τις DOT, _AXPY.

Βασικές πράξεις γραµµικής άλγεβρας 2ου επιπέδου
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Παρατηρήσεις

Ο τεµαχισµός σε πλοκάδες (πλοκαδοποίηση - blocking) είναι κλειδί για την
συγγραφή αποδοτικού κώδικα για ιεραρχική µνήµη.

Η συνηθισµένες στρατηγικές λαµβάνουν υπόψη και παραµετροποιούνται
ϐάσει των πόρων και ειδικότερα εν γνώσει των χαρακτηριστικών της
κρυφής µνήµης (cache aware)1. όσο περισσότερες πληροφορίες για
τους πόρους

Για την εν λόγω στρατηγική, ο καλύτερος τεµαχισµός εξαρτάται από το
µέγεθος της κρυφής µνήµης και των καταχωρητών.

Η υλοποίηση που επιλέξαµε ϐασίζεται σε ϐέλτιστη υλοποίηση όµοιου αλλά
µικρότερου προβλήµατος µε διαστάσεις που επιλέξαµε ϐάσει του
µεγέθους της κρυφής µνήµης.

Για να διαλέξουµε την καλύτερη υλοποίηση πρέπει να εξετάσουµε και
εναλλακτικές εµφωλεύσεις των ϐρόχων !

1
Είναι ϕυσιολογικό να αναµένουµε ότι όσο καλύτερη ενηµέρωση υπάρχει για τα χαρακτηριστικά των πόρων του συστήµατος,

τόσο πιο ϐέλτιστο κώδικα µπορούµε να γράψουµε. Υπάρχουν µεθοδολογίες που προσπαθούν να πλησιάσουν ϐέλτιστη επίδοση εν
αγνοία της κρυφής µνήµης και των άλλων πόρων (cache oblivious, resource oblivious).
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Πολλαπλασιασµός γενικών µητρώων (πυκνών + αδόµητων)

C = C + AB, C ∈ Rn1×n2 ,A ∈ Rn1×n3 , B ∈ Rn3×n2 .

Κώδικας 6: Pseudo-MATLAB BLAS-3 block with L/S

1 function [C] = mulmm(C,A,B)
2 LOAD (C,A,B)
3 for ?=1:n?
4 for ?=1:n?
5 for ?=1:n?
6 C(i,j) = C(i,j)+A(i,k)*B(k,j);
7 end
8 end
9 end

10 STORE(C)

[K,Ω,Φmin] = [O(n1n2 + n1n3 + n2n3), 2n1n2n3, 2n1n2 + (n1 + n2)n3]

⇒ µmin =
1

n3
+

1

2n1
+

1

2n2
.

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 17 Οκτωβρίου 2014 18 / 41



Γιατί µας ενδιαφέρει ;

Πολλές εφαρµογές περιέχουν (µερικές ϕορές σε
λανθάνουσα µορφή) πράξεις τύπου BLAS-3
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Γιατί µας ενδιαφέρει ;
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Γιατί µας ενδιαφέρει ;

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 17 Οκτωβρίου 2014 19 / 41



ΠΡΟΣΟΧΗ

Αν τα nj είναι ίσα µε n τότε η ελάχιστη τιµή

µmin = O(
1

n
)

είναι πολύ µικρότερη από τις τιµές που συναντήσαµε ως τώρα !

Ο πολλαπλασιασµός µητρώων ϕαίνεται να προσφέρει την δυνάµει µεγαλύτερη
τοπικότητα µεταξύ των αλγορίθµων που συναντήσαµε ως τώρα ! (Θυµηθείτε τα
Mflop/s). Το ερώτηµα είναι «πώς µπορούµε να τον υλοποιήσουµε για να τον
αξιοποιήσουµε ;»
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Πολλαπλασιασµός µητρώων

Κώδικας 7: MATLAB BLAS-3

1 LOAD (C,A,B)
2 for ?=1:n?
3 for ?=1:n?
4 for ?=1:n?
5 C(i,j) = C(i,j)+A(i,k)*B(k,j);
6 end
7 end
8 end
9 STORE(C)

Παρατήρηση : Υπάρχουν 6 (= 3!) διαφορετικές δυνατές δυνατότητες
εµφώλευσης. Συµβολίζονται συνήθως µε την τριπλέτα των δεικτών γραµµένη µε
τη σειρά που γίνεται η εµφώλευση : i δεικτοδοτεί τις γραµµές των C,A, j τις
στήλες των C,A και k τις στήλες του A και γραµµές του B.
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Ερµηνεία εµφωλεύσεων [GL96]

σειρά εσωτερικός µεσαίος τρόπος
βρόχου βρόχος βρόχος προσπέλασης
ijk DOT MV/GAXPY ϐάσει DOT A κ. στήλ., B κ. γραµµ.
jik DOT MV/GAXPY ϐάσει DOT B κ. στήλ., A κ. γραµµ.
ikj _AXPY MV/GAXPY ϐάσει GAXPY B κ. γραµµές
jki _AXPY MV/GAXPY ϐάσει GAXPY A κ. στήλες
kij _AXPY GER B κ. γραµµές
kji _AXPY GER A κ. στήλες
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Σχηµατική αναπαράσταση
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Παράδειγµα : πολλαπλασιασµός µητρώων µε εµφώλευση ijk

Κώδικας 8: MATLAB BLAS-3

1 for i=1:n1
2 for j=1:n2
3 s = 0;
4 for k=1:n3
5 s = s+A(i,k)*B(k,j);
6 end
7 C(i,j)=s;
8 end
9 end

Σύσταση : ∆οκιµάστε να ενθέσετε LOAD, STORE και εξετάστε τα προκύπτοντα
K,Φmin.

Στο µοντέλο µας (και σε συστήµατα µε ιεραρχική µνήµη) επιλέγουµε
υλοποιήσεις που έχουν για ϐάση πολλαπλασιασµούς
υποµητρώων/πλοκάδων.

Οδηγούµαστε έτσι σε αλγορίθµους µε τριπλά εµφωλευµένο ϐρόχο µόνο
που η εσωτερική έκφραση είναι και αυτή πράξη ανανέωσης υποµητρώου.

Ευστράτιος Γαλλόπουλος c (ΤΜΗΥΠ, Π. Πατρών) Επιστηµονικός Υπολογισµός Ι 17 Οκτωβρίου 2014 24 / 41



Πολλαπλασιασµός µητρώων σε πλοκάδες

Κώδικας 9: MATLAB BLAS-3: blocked MM with IKJ outer

1 % !TeX encoding = ISO-8859-7
2 % ’eqei ’hdh g’inei arqikopo’ihsh
3 for I=1:k1
4 for K=1:k3
5 LOAD(A((I-1)*m1+1:I*m1,(K-1)*m3+1:K*m3))
6 for J=1:k2
7 LOAD(C((I-1)*m1+1:I*m1,(J-1)*m2+1:J*m2),...
8 B((K-1)*m3+1:K*m3,(J-1)*m2+1:J*m2))
9 C((I-1)*m1+1:I*m1,(J-1)*m2+1:J*m2) = ...

10 C((I-1)*m1+1:I*m1,(J-1)*m2+1:J*m2) +...
11 A((I-1)*m1+1:I*m1,(K-1)*m3+1:K*m3)*...
12 B((K-1)*m3+1:K*m3,(J-1)*m2+1:J*m2)
13 STORE(C((I-1)*m1+1:I*m1,(J-1)*m2+1:J*m2))
14 end
15 end
16 end
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Ανάλυση

Τα m1,m2,m3 επελέγησαν έτσι ώστε ο «µικρός» πολλαπλασιασµός
µητρώων (MM) Z ← Z + XY όπου Z ∈ Rm1×m2 , X ∈ Rm1×m3 , Y ∈ Rm3×m2

να εκτελείται µε ϐέλτιστο αριθµό µεταφορών
Φmin = 2m1m2 + m1m3 + m2m3.

Φ = n1n3 + n1n2n3(
1

m1
+

2

m3
),

Αν β = m1 = m2 = m3 ϑα επιλέγαµε β τέτοιο ώστε 3β2 ≤ K.

Σηµ.: Προσεκτικότερη ανάλυση (όχι εδώ) δείχνει ότι το K µπορεί να
µειωθεί σε m1m3 + m3.
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Μερικές οπτικοποιήσεις ≈ 2005 (hors-d’oeuvre)
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Αποθήκευση πινάκων, προσπέλαση µνήµης και τοπικότητα

Σηµαντικό ϑέµα : Η αποθήκευση πολυδιάστατων δεδοµένων στη (γραµµική)
µνήµη σε σχέση µε τον τρόπο προσπέλασης στα δεδοµένα από το πρόγραµµα
και την τοπικότητα.

Συνήθως η προσπέλαση στα στοιχεία πινάκων γίνεται µε σταθερό ϐήµα
(stride)

Η µνήµη είναι µονοδιάστατη εποµένως η συνήθης αποθήκευση
1-διάστατων πινάκων είναι απλή.

... οι αστοχίες µπορούν να µειωθούν αν η προσπέλαση γίνεται µε ϐήµα
µικρότερο του µεγέθους του «πλαισίου κρυφής µνήµης» cache line.

Για πολυδιάστατους πίνακες, το ϑέµα είναι πιο περίπλοκο.

Πρώτα πρέπει να ξέρουµε πώς αποθηκεύεται ο πίνακας.
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Αποθήκευση γενικών πυκνών µητρώων

Στην παρούσα συζήτηση ενδιαφερόµαστε για τα πυκνά γενικά µητρώα: ∆ηλαδή,
δεν υπάρχει καµία a priori γνώση σε σχέση µε τη δοµή τους που ϑα µπορούσε
να εξειδικεύσει τον τρόπο αποθήκευσης.
Τι εννοούµε ; Για παράδειγµα, αν γνωρίζαµε ότι το µητρώο είναι διαγώνιο, ϑα
µπορούσαµε να αποθηκεύσουµε µόνον τη διαγώνιο ως ένα µονοδιάστατο
πίνακα. Αν γνωρίζαµε ότι το µητρώο είναι συµµετρικό, ϑα µπορούσαµε να
αποθηκεύσουµε µόνον τα µισά στοιχεία, κ.λπ.
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Τρόποι αποθήκευσης γενικών µητρώων

Αν το m× n µητρώο αποθηκευτεί σε δοµή δεδοµένων που είναι m× n πίνακας και το
πρώτο στοιχείο του πίνακα ϐρίσκεται στη µνήµη στη διεύθυνση b0 + 1, διακρίνουµε 2
τρόπους απεικόνισης των στοιχείων του πίνακα στη µνήµη (προσοχή: Θεωρούµε ότι και
στις 2 περιπτώσεις, οι τιµές των i, j αρχίζουν από 1 και όχι 0).

∆ιάταξη κατά γραµµές (row major order): (C, Pascal, Java). Το στοιχείο στη ϑέση (i, j)
του πίνακα απεικονίζεται στη διεύθυνση b0 + (i − 1)n + j της µνήµης.
∆ηλ. τα στοιχεία κάθε γραµµής ϐρίσκονται σε διαδοχικές διευθύνσεις,
ενώ οι γραµµές αποθηκεύονται µε τη σειρά που ϐρίσκονται στον πίνακα.

∆ιάταξη κατά στήλες (column major order): (Fortran, MATLAB, Octave). Το στοιχείο στη
ϑέση (i, j) του πίνακα απεικονίζεται στη διεύθυνση b0 + (j − 1)m + i.
∆ηλ. τα στοιχεία κάθε στήλης ϐρίσκονται σε διαδοχικές διευθύνσεις,
ενώ οι στήλες αποθηκεύονται µε τη σειρά που ϐρίσκονται στον πίνακα.

∆είτε εδώ, το άρθρο της Wikipedia και εδώ σχετικά µε την αποθήκευση

πινάκων στη MATLAB.
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Γραµµική δεικτοδότηση
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Προσπέλαση διαδοχικών στοιχείων

Από τη µέθοδο αποθήκευσης εξαρτάται η σχετική ϑέση των στοιχείων του πίνακα
στη µνήµη. Συνήθως, η απόσταση στις διευθύνσεις των στοιχείων τα οποία
Ϲητούνται είναι σταθερή και καλείται ϐήµα ή διασκελισµός πρόσβασης (access
stride).

Ερώτηση : Για πίνακα µεγέθους m× n, ποιός είναι ο διασκελισµός για την
πρόσβαση διαδοχικών στοιχείων κατά µήκος κάθε στήλης ή γραµµής ;
Αν η διεύθυνση του στοιχείου στη ϑέση (i, j) του πίνακα είναι M και η διάταξη είναι :

κ. γραµµές α) τότε το στοιχείο στη ϑέση (i + 1, j) είναι στη διεύθυνση M + n.
ϐ) το στοιχείο στη ϑέση (i, j + 1) είναι στη διεύθυνση M + 1.

κ. στήλες α) τότε το στοιχείο στη ϑέση (i + 1, j) είναι στη διεύθυνση M + 1.
ϐ) το στοιχείο στη ϑέση (i, j + 1) είναι στη διεύθυνση M + m.

Επιθυµητό : η προσπέλαση στη µνήµη να γίνεται µε µικρό διασκελισµό ώστε να
υπάρχει τοπικότητα και να αξιοποιούνται τα στοιχεία που προσκοµίζονται εντός
µιας cache line.
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Παράδειγµα προσπέλασης στη MATLAB

Στη MATLAB η αποθήκευση γίνεται κατά στήλες.

Κώδικας 10: MV κατά γραµµές⇒ διασκελισµός n1.

1 for i=1:n1
2 for k = 1:n3
3 y(i) = y(i) + A(i,k)*x(k);
4 end
5 end

Κώδικας 11: MV κατά στήλες⇒ διασκελισµός 1.

1 for k=1:n3
2 for i = 1:n1
3 y(i) = y(i) + A(i,k)*x(k);
4 end
5 end
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BLAS: Basic Linear Algebra Subprograms

Από τη Wikipedia:
Basic Linear Algebra Subprograms (BLAS) is a de facto application
programming interface standard for publishing libraries to perform basic linear
algebra operations such as vector and matrix multiplication. They were first
published in 1979, and are used to build larger packages such as LAPACK.
Heavily used in high-performance computing, highly optimized implementations
of the BLAS interface have been developed by hardware vendors ...

Τρία επίπεδα : Εν συντοµία BLAS-1, BLAS-2, BLAS-3. Γενικά, αναφέρονται σε
πράξεις µεταξύ αλγεβρικών αντικειµένων (µητρώων, διανυσµάτων) στα οποία
µπορεί να υφίστανται 3 διαστάσεις συνολικά (οι ϐαθµωτοί δεν λαµβάνονται
υπόψη)

BLAS-1: 1 διάστ. > 1, δηλ. πράξεις µεταξύ διανυσµάτων (π.χ. DOT, _AXPY).

BLAS-2: 2 διαστ. > 1, δηλ. πράξεις µεταξύ µητρώων, διανυσµάτων (π.χ.
MV, ανανέωση τάξης-1)..

BLAS-3: 3 διαστ. > 1, δηλ. πράξεις µεταξύ µητρώων (π.χ. MM).
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BLAS: Basic Linear Algebra Subprograms

API για ϐασικές πράξεις της ΑΓΑ. Περιγράφονται η ονοµατολογία, ο τρόπος
κλήσης και οι πράξεις, όχι όµως η υλοποίηση.

Συνοπτική παρουσίαση http://www.netlib.org/lapack/lug/node145.html

Κώδικες αναφοράς http://netlib.org/blas/

Χρησιµότητα Από το εγχειρίδιο της LAPACK: The LAPACK strategy for
combining efficiency with portability is to construct the software as much
as possible out of calls to the BLAS; the BLAS are used as building blocks.
The efficiency of LAPACK software depends on the efficient
implementation of the BLAS being provided by computer vendors (or
others) for their machines. Thus the BLAS form a low-level interface
between LAPACK software and different machine architectures.
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MATLAB και BLAS

Από τις σελίδες της Mathworks.

∆είτε το άρθρο του Cleve Moler.
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MATLAB και BLAS
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