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΄Ασκηση 1 — Σωστό ή λάθος : Αν στο διάστηµα (0, 1) ισχύει η διαφορική εξίσωση − d2

dx2 + bdudx +
cu = x, όπου οι σταθερές b, c > 0, και οι συνοριακές συνθήκες είναι u(0) = 0, u(1) = 1, και
διακριτοποιήσουµε το διάστηµα µε το πλέγµα x0 = 0, x1 = 1/(n+1), ..., xn = n/(n+1), xn+1 = 1
και τις παραγωγίσουµε µε κεντρισµένες πεπερασµένες διαφορές, τότε το γραµµικό σύστηµα που
ϑα προκύψει ϑα έχει τη µορφή AU = F , όπου A ∈ Rn×n και A = A>.

Απάντηση — Λάθος, το µητρώο δεν είναι συµµετρικό, Πιο συγκεκριµένα, προσεγγίζουµε τις πα-
ϱαγώγους στο σηµείο xi ως εξής :

d2

dx2
u(xi) =

u(xi − 1)− 2u(xi) + u(xi + 1)

h2
d

dx
u(xi) =

u(xi + 1)− u(xi − 1))

2h

όπου h = 1/(n + 1). Χρησιµοποιώντας τις προσεγγίσεις Ui ≈ u(xi) προκύπτει το αντίστοιχο
διακριτό πρόβληµα που δίνεται από την εξίσωση:

(− 1

h2
− b

2h
)Ui − 1 + (

1

h2
+ c)Ui + (− 1

h2
+

b

2h
)Ui + 1 = xi

Συνεπώς η λύση του αντίστοιχου διακριτού προβλήµατος ανάγεται στη λύση του γραµµικού συ-
στήµατος AU = F , όπου
A = trid[− 1

h2 − b
2h ,

1
h2 + c,− 1

h2 + b
2h ], το οποίο δεν είναι συµµετρικό. �

΄Ασκηση 2 — ΄Εστω η συνάρτηση u : R → R για την οποία γνωρίζουµε ότι από η πρώτη µέχρι
και η τέταρτη παράγωγός της, δηλ. u(j)(x), j = 1 : 4 είναι συνεχείς για x ∈ [−1, 1]. Γνωρίζουµε
επίσης ότι η u ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

u(2)(x)− u(x) = 2x, x ∈ (−1, 1)

και τις συνοριακές συνθήκες

u(−1) = 0, u(1) = 1.

Θέλουµε να προσεγγίσουµε τη λύση αριθµητικά, χρησιµοποιώντας κεντρισµένες πεπερασµένες
διαφορές δεύτερης τάξης.

1.Να διακριτοποιήσετε την εξίσωση και να γράψετε το σύστηµα που προκύπτει για πλέγµα
αποτελούµενο από n = 8 ισαπέχοντες κόµβους στο διάστηµα (−1, 1) (οι κόµβοι είναι όλοι
εσωτερικοί)

2.Να αναφέρετε την πιο ϕθηνή και αριθµητικά σταθερή µέθοδο επίλυσης του συστήµατος που
γνωρίζετε ότι µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να υπολογισθεί η λύση και αν δικαιολογήσετε
τις επιλογές σας.

Απάντηση — 1.Χρησιµοποιούµε κεντρισµένες πεπερασµένες διαφορές οπότε η προσέγγιση
της δευτέρας παραγώγου σε κάθε σηµείο του πλέγµατος xi ∈ (−1, 1) έχει την µορφή

u(2)(xi) ≈
Ui + 1− 2Ui + Ui − 1

h2

όπου Ui είναι η συνάρτηση πλέγµατος που ϑα χρησιµοποιήσουµε για να προσεγγίσουµε την
άγνωστη συνάρτηση u. Η διακριτοποιήση της εξίσωσης σε κάθε σηµείο οδηγεί στις διακριτές
εξισώσεις.

Ui + 1− 2Ui + Ui − 1

h2
− Ui = 2xi ⇒
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Ui + 1− (2 + h2)Ui + Ui − 1

h2
= 2xi ⇒

−Ui + 1 + (2 +H2)Ui − Ui − 1 = −2h2xi

Με το πλέγµα που αναφέρεται στην εκφώνηση, οι κόµβοι είναι οι

xi = −1 +
2

9
i, i = 1 : 8

και η απόσταση των διαδοχικών κόµβων h = 2/9. (Βλέπετε ότι στις τιµές του δείκτη I = 0, 9
αντιστοιχούν τα ακραία σηµεία του διαστήµατος [−1, 1].) Χρησιµοποιώντας τα παραπάνω
καθώς και τις συνοριακές τιµές η διακριτοποίηση της ∆Ε οδηγεί στις εξισώσεις TU = Y όπου
T είναι το τριδιαγώνιο απαλοιφή Toeplitz,συµµετρικό µητρώο µεγέθους T ∈ R8×8

T = trid[−1, 166/81,−1]

όπου υπογραµµίσαµε τον όρο της κυρίας διαγωνίου, U = [U1, ..., U8]
> και

Y =
1

759
[56, 40, 24, 8,−8,−24,−40, 673]>.

2.Το σύστηµα TU = Y όπου T είναι το τριδιαγώνιο. ΄Ετσι, εφόσον είναι αντιστρέψιµο, ϑα
µπορούσε να λυθεί χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο LU για τριδιαγώνια µητρώα. Το µητρώο
είναι αντιστρέψιµο γιατί από το ϑεώρηµα απαλοιφή Gershgorin οι ιδιοτιµές του λi, i − 1 : 8
περιέχονται στο χωρίο που ϐρίσκεται στην ένωση των δίσκων.

|λ− 166

81
| ≤ 2,−1 ≤ λ− 166

81
≤ 1.

Οι ιδιοτιµές είναι όλες πραγµατικές γιατί T = T>. Οι παραπάνω ανισότητες συνεπάγονται
ότι

−2 ≤ λ− 166

81
≤ 2,−1 ≤ −166

81
≤ 1,

από τις οποίες ακολουθεί ότι λ > 0. Εποµένως οι ιδιοτιµές είναι ϑετικές και καθώς το
µητρώο είναι συµµετρικό ϑα είναι και ΣΘΟ. Εποµένως µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
παραγοντοποιήση απαλοιφή Cholesky για την επίλυση το κόστος της οποίας είναι µικρότερο
από της LU . �
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Σηµείωµα Αναφοράς

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών, Ευστράτιος Γαλλόπουλος 2015, ¨Επιστηµονικός Υπολογισµός
Ι¨, ΄Εκδοση: 1.0 Πάτρα 2013-2014.
∆ιαθέσιµο από τη δικτυακή διεύθυνση: https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1096/

Σηµείωµα Αδειοδότησης

Το παρόν υλικό διατίθεται µε τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, Μη
Εµπορική Χρήση, ΄Οχι ∆ιανοµή 4.0 ή µεταγενέστερη, ∆ιεθνής ΄Εκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή
έργα τρίτων π.χ. ϕωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π., τα οποία εµπεριέχονται σε αυτό και τα οποία
αναφέρονται µαζί µε τους όρους χρήσης τους στο ‘‘Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων’’.

Ως Μη Εµπορική ορίζεται η χρήση:

• που δεν περιλαµβάνει άµεσο ή έµµεσο οικονοµικό όφελος από την χρήση του έργου, για το
διανοµέα του έργου και αδειοδόχο

• που δεν περιλαµβάνει οικονοµική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο
έργο

• που δεν προσπορίζει στο διανοµέα του έργου και αδειοδόχο έµµεσο οικονοµικό όφελος
(π.χ. διαφηµίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο Ο δικαιούχος µπορεί
να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιµοποιεί το έργο για εµπορική χρήση,
εφόσον αυτό του Ϲητηθεί.

Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στο πλαίσιο του εκπαιδευτικού έργου του
διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει
µόνο τη αναδιαµόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος «Εκπαίδευση και ∆ια
Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό
Ταµείο) και από εθνικούς πόρους.
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