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Διαδικασία Bernoulli



Διαδικασία Bernoulli (2)

𝑿𝒊

(𝒊)



◼ pmf:   𝑝𝑋 𝑥 = Pr(𝑋 = 𝑥) = ቊ
1 − 𝑝 𝑥 = 0
𝑝 𝑥 = 1

Κατανομή Bernoulli



𝐹𝑋 𝑥 = σ𝑥𝑖≤𝑥 𝑝𝑋(𝑥𝑖)

◼ CDF:     𝐹𝑋 𝑥 = Pr(𝑋 ≤ 𝑥) = ቐ
0 𝑥 < 0

1 − 𝑝 0 ≤ 𝑥 < 1
1 𝑥 ≥ 1

Κατανομή Bernoulli (2)
pmf:   𝑝𝑋 𝑥 = Pr(𝑋 = 𝑥) = ቊ

1 − 𝑝 𝑥 = 0
𝑝 𝑥 = 1

1 − 𝑝

𝐹𝑋 𝑥

𝒙



E 𝑋 = σ𝑖 𝑥𝑖𝑝𝑋 𝑥𝑖
◼ 𝐸 𝑋 = 0 ∙ 1 − 𝑝 + 1 ∙ 𝑝 = 𝒑

Var 𝑋 = σ𝑖(𝑥𝑖−𝐸[𝑋])
2𝑝𝑋 𝑥𝑖

◼ 𝑉𝑎𝑟 𝑋 = (0 − 𝑝)2∙ 1 − 𝑝 + 1 − 𝑝 2 ∙ 𝑝 = 𝒑 ∙ (𝟏 − 𝒑)

Κατανομή Bernoulli (3)

pmf:   𝑝𝑋 𝑥 = Pr(𝑋 = 𝑥) = ቊ
1 − 𝑝 𝑥 = 0
𝑝 𝑥 = 1



◼ Η τ.μ. Ν  που μετρά το πλήθος των αφίξεων

(επιτυχιών) k, κατά τη διάρκεια n slots (δοκιμών):

Αριθμός τρόπων κατανομής k επιτυχιών σε n προσπάθειες:

𝑛
𝑘

=
𝑛!

𝑘! 𝑛−𝑘 !
οπότε:

Pr{𝑘 αφίξεις κατά τη διάρκεια n slots} = 𝑝𝑁 𝑘 =

= , 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 Binomial 𝐁(𝒏, 𝒑)

Ε Ν = 𝒏 ∙ 𝒑 𝑉𝑎𝑟 𝑁 = 𝒏 ∙ 𝒑 ∙ (𝟏 − 𝒑)

Σχετικές Τυχαίες Μεταβλητές (1)

𝒏

𝒌
𝒑𝒌(𝟏 − 𝒑)𝒏−𝒌



pmf της Binomial 𝐁(𝒏, 𝒑)

𝑝𝑁 𝑘 =
𝑛

𝑘
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑛−𝑘



◼ Η τ.μ. T που μετρά το χρόνο 𝒕 μεταξύ διαδοχικών 

αφίξεων:

Pr{𝑡 slots μέχρι την επόμενη άφιξη} = 𝑝𝑇 𝑡 =

= Γεωμετρική 𝚴𝐁(𝟏, 𝒑)

Ε Τ = 𝟏/𝐩

𝑉𝑎𝑟 𝑇 = 𝟏 − 𝒑 /𝒑𝟐

Σχετικές Τυχαίες Μεταβλητές (2)

(𝟏 − 𝒑)𝒕−𝟏∙ 𝒑



pmf της Γεωμετρικής 𝚴𝐁(𝟏, 𝒑)

𝑝𝑇 𝑡 = (1 − 𝑝)𝑡−1∙ 𝑝



◼ Η τ.μ. 𝑌𝑘 που μετρά το χρόνο 𝒕 μέχρι την k-οστή

άφιξη:

Δηλαδή: 𝑘 − 1 αφίξεις σε 𝑡 − 1 slots (binomial), και μετά, 1 άφιξη.

Pr{Η k-οστή άφιξη γίνεται στο t slot} = 𝑝𝑌𝑘 𝑡 =

= 𝒕−𝟏
𝒌−𝟏

𝒑𝒌−𝟏(𝟏 − 𝒑) 𝒕−𝟏 −(𝒌−𝟏)∙ 𝒑 =

= Negative Binomial

Ε 𝑌𝑘 = 𝐤/𝐩

Σχετικές Τυχαίες Μεταβλητές (3)

𝑉𝑎𝑟 𝑌𝑘 = 𝒌 𝟏 − 𝒑 /𝒑𝟐

𝒕 − 𝟏

𝒌 − 𝟏
𝒑𝒌(𝟏 − 𝒑)𝒕−𝒌



pmf της Negative Binomial

𝑝𝑌𝑘 𝑡 =
𝑡 − 1

𝑘 − 1
𝑝𝑘(1 − 𝑝)𝑡−𝑘



◼ Η τ.μ. 𝐵 που μετρά τον αριθμό των διαδοχικών slots 

στα οποία είχαμε αφίξεις (busy slots):

Pr{k διαδοχικά busy slots} = 𝑝𝐵 𝑘 =

= 𝒑𝒌(𝟏 − 𝒑) Γεωμετρική

Ε Β = 𝟏/(𝟏 − 𝐩)

𝑉𝑎𝑟 Β = 𝒑/(𝟏 − 𝒑)𝟐

Σχετικές Τυχαίες Μεταβλητές (4)



Διαχωρισμός και Συνένωση Διαδικασιών Bernoulli

𝑿𝒏

𝒀𝒏
𝒁𝒏



Συνένωση Διαδικασιών Bernoulli

◼ Θα έχουμε άφιξη της 𝑍𝑛 στο slot 𝑛, αν μία 

από τις 𝑋𝑛, 𝑌𝑛 ή και οι δύο ταυτόχρονα, 

έχουν άφιξη στο slot 𝑛.

◼ Δηλαδή: 𝑍𝑛 = max{𝑋𝑛, 𝑌𝑛}

και

𝑷 𝒁𝒏 = 𝟏 = 1 − 𝑃 𝑋𝑛 = 0, 𝑌𝑛 = 0 =

= 1 − 1 − 𝑝 1 − 𝑞 = 𝒑 + 𝒒 − 𝒑𝒒



Άσκηση (1)



Άσκηση (2)


