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΄Αδειες Χρήσης

Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό υπόκειται σε άδειες χρήσης Creative

Commons.

Για εκπαιδευτικό υλικό, όπως εικόνες, που υπόκειται σε άλλου τύπου

άδειας χρήσης, η άδεια χρήσης αναφέρεται ϱητώς.

2 / 41



Χρηµατοδότηση

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του

εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδηµαϊκά Μαθήµατα στο Πανεπιστήµιο

Πατρών» έχει χρηµατοδοτήσει µόνο τη αναδιαµόρφωση του

εκπαιδευτικού υλικού.

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράµµατος

«Εκπαίδευση και ∆ια Βίου Μάθηση» και συγχρηµατοδοτείται από την

Ευρωπαϊκή ΄Ενωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταµείο) και από εθνικούς

πόρους.

3 / 41



Περιεχόµενα

Συντοµότερες ∆ιαδροµές – Γενικά

Αλγόριθµοι Συντοµότερων ∆ιαδροµών και Υλοποιήσεις

− Κατευθυνόµενα Ακυκλικά Γραφήµατα

− Μη αρνητικά κόστη ακµών

− Αλγόριθµος Dijkstra: υλοποίηση & αξιολόγηση
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Πρόβληµα Συντοµότερης ∆ιαδροµής

Κατευθυνόµενο γράφηµα G = (V , E) µε συνάρτηση κόστους c : E → IR

Κόστος c(p) διάδροµής p = [v1, v2, . . . , vk ]

c(p) =
k−1∑
i=1

c(vi , vi+1)

∆εδοµένων δύο κορυφών v και w , να ϐρεθεί η διαδροµή από την v στην

w µε το ελάχιστο κόστος ή απόσταση, που συµβολίζεται ως δ(v,w)

5 / 41



Πρόβληµα Συντοµότερης ∆ιαδροµής

δ(v,w) =

{
inf{c(p); p είναι µια v -w διαδροµή}
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Ιδιότητες Συντοµότερων ∆ιαδροµών

1 ∃ µια v -w διαδροµή που περιέχει αρνητικό κύκλο ανν δ(v,w) = −∞

2 Αν ∃ v -w διαδροµή και @ v -w διαδροµή που να περιέχει αρνητικό κύκλο,

τότε −∞ < δ(v,w) < +∞, και δ(v,w) είναι το κόστος µιας απλής v -w

διαδροµής
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Εύρεση Σ∆ από µια Αρχική Κορυφή (ΕΣ∆ΑΚ)

Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ:

δεδοµένου ενός κατευθυνόµενου γραφήµατος G = (V , E) και µιας

αρχικής κορυφής s ∈ V , να υπολογισθούν τα δ(s, v), ∀v ∈ V , καθώς και οι

συντοµότερες s-v διαδοµές

Απλοποίηση συµβολισµού : δ(s, v) ≡ δ(v), ∀v ∈ V

Πόσος χώρος χρειάζεται για την αποθήκευση του αποτελέσµατος

(εξόδου) ενός αλγορίθµου ΕΣ∆ΑΚ ;
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Ιδιότητες Συντοµότερων ∆ιαδροµών – ΕΣ∆ΑΚ

3 δ(s) = min{0,min{δ(u) + c(e); e = (u, s) ∈ E}}

και

δ(v) = min{δ(u) + c(e); e = (u, v) ∈ E}

για v 6= s

4 ΄Εστω d µια συνάρτηση V :→ IR ∪ {−∞,+∞} µε

− d(v) ≥ δ(v), ∀v ∈ V ,

− d(s) ≤ 0, και

− d(v) ≤ d(u) + c(u, v), ∀e = (u, v) ∈ E (?)

Τότε, d(v) = δ(v), ∀v ∈ V

Παρατήρηση 1: Αν ∃ αρνητικός κύκλος, τότε @ d(·) που να ικανοποιεί τις

παραπάνω συνθήκες

Παρατήρηση 2: ≥ n− 1 ανισότητες στην (?) πρέπει να ισχύουν µε ισότητα
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ΕΣ∆ΑΚ

∆ιαχωρισµός του V σε

V
− = {v ∈ V ; δ(v) = −∞}

V
f = {v ∈ V ;−∞ < δ(v) < +∞}

V
+ = {v ∈ V ; δ(v) = +∞}

∆ένδρο Συντοµότερων ∆ιαδροµών: δένδρο οριζόµενο στο V
f , µε ϱίζα s,

τέτοι ώστε ∀v ∈ V
f η δενδρική s-v διαδροµή είναι µια συντοµότερη s-v

διαδροµή στο G

⇓
Απαιτήσεις χώρου για το αποτέλεσµα ΕΣ∆ΑΚ (έξοδος αλγορίθµου): O(n)
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ΕΣ∆ΑΚ – ΄Εξοδος Αλγορίθµου

δ(v), ∀v ∈ V

∆ένδρο συντοµότερων διαδροµών (∆Σ∆) στο V
f

Συλλογή αρνητικών κύκλων και δένδρα που απολήγουν από αυτούς στο V
−

s

V V

V

f +

−

αρνητικος
κυκλος
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Επίλυση Προβλήµατος ΕΣ∆ΑΚ (G, s, c)

node_array<NT> dist
node_array<edge> pred

. dist[v] αποθηκεύει την απόσταση της κορυφής v από την s

. pred[v] αποθηκεύει την τελευταία ακµή µιας s-v Σ∆ αν ∃, αλλιώς nil

Ο πίνακας pred ορίζει το «γράφηµα προκατόχων» (predecessor graph)

P = {pred[v]; v ∈ V και pred[v] 6= nil}
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Επίλυση Προβλήµατος ΕΣ∆ΑΚ (G, s, c)

Ιδιότητες του ζεύγους (dist, pred)

s ∈ V
f ανν pred[s] = nil, και s ∈ V

− ανν pred[s] 6= nil

Για v 6= s: v ∈ V
+ ανν pred[v] = nil και v ∈ V

f ∪ V
− ανν pred[v] 6= nil

v ∈ V
f αν ∃ µία s-v διαδροµή στο P και s ∈ V

f . Το επαγώµενο, από τις

κορυφές του V
f , υπογράφηµα του P είναι ένα ∆Σ∆ και dist[v] = δ(v),

∀v ∈ V
f

΄Ολοι οι κύκλοι στο P έχουν αρνητικό κόστος και v ∈ V
− ανν η v ϐρίσκεται

σε κύκλο στο P ή είναι προσπελάσιµη από έναν κύκλο στο P

13 / 41



Επίλυση Προβλήµατος ΕΣ∆ΑΚ (G, s, c)
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Αλγόριθµοι & Υλοποιήσεις

Κατευθυνόµενα ακυκλικά γραφήµατα

Μη αρνητικά κόστη ακµών
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Κατευθυνόµενα ακυκλικά γραφήµατα

void ACYCLIC_SHORTEST_PATH_T(const graph& G, node s,
const edge_array<NT>& c,
node_array<NT>& dist,
node_array<edge>& pred)

Χρόνος : O(n + m)
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Κατευθυνόµενα ακυκλικά γραφήµατα

Ιδέα Αλγορίθµου

΄Εστω G ένα κατευθυνόµενο ακυκλικό γράφηµα, έστω v1, v2, . . . , vn η

τοπολογική του διάταξη, δηλ. (vi , vj) ∈ E ⇒ i < j, και έστω s = vk

Κορυφές v` µε ` < k δεν είναι προσπελάσιµες από την s

Για τις υπολοιπες κορυφές vj και τις r εισερχόµενες ακµές τους (vi , vj),

ισχύει ότι (i, j ≥ k):

δ(vj) = min
1≤i≤r

{δ(vi) + c(vi , vj)}

΄Ενας άλλος τρόπος υπολογισµού του παραπάνω ελάχιστου :

δ(vj) = +∞
for i = 1 to r

if δ(vj) > δ(vi) + c(vi , vj) then

δ(vj) = δ(vi) + c(vi , vj)
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Κατευθυνόµενα ακυκλικά γραφήµατα

// initialization - computing topological order

node_array<int> top_ord(G);
TOPSORT(G,top_ord);

// top_ord is now a topological ordering of G

int n = G.number_of_nodes();

array<node> v(1,n);

node w;
forall_nodes(w,G) v[top_ord[w]] = w;

// top_ord[v[i]] == i for all i
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Κατευθυνόµενα ακυκλικά γραφήµατα

template <class NT>
void ACYCLIC_SHORTEST_PATH_T(const graph& G, node s,

const edge_array<NT>& c,
node_array<NT>& dist,
node_array<edge>& pred)

{
// initialization - computing topological order

forall_nodes(w,G) pred[w] = nil;
dist[s] = 0;

for(int i = top_ord[s]; i <= n; i++)
{ node u = v[i];
if ( pred[u] == nil && u != s ) continue;
edge e;
NT du = dist[u];
forall_adj_edges(e,u)
{ node w = G.target(e);

if ( pred[w] == nil || du + c[e] < dist[w])
{ pred[w] = e;
dist[w] = du + c[e];

}
}

}
}
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Μη αρνητικά κόστη ακµών

void DIJKSTRA(graph& G, node s,
const edge_array<int>& cost,
node_array<int>& dist,
p_queue<int,node>& PQ)
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Αλγόριθµος Dijkstra

Επαναληπτικός αλγόριθµος (έως ότου όλες οι κορυφές γίνουν

ανενεργές)

Σε κάθε επανάληψη, διατηρεί µια προσωρινή απόσταση dist[v], ∀v ∈ V ,

και ένα σύνολο ενεργών κορυφών

Αρχικά, µόνο η s είναι ενεργή, dist[s] = 0, και για κάθε άλλη κορυφή v ,

dist[v] = +∞

Σε κάθε επανάληψη : επιλογή ενεργής κορυφής u µε ελάχιστη dist[u]

Η u γίνεται ανενεργή και η dist[u] είναι η τελική απόσταση της u

«Χαλάρωση» εξερχόµενων ακµών της (u, v):

if dist[v] > dist[u] + c(u, v) then dist[v] = dist[u] + c(u, v)
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Αλγόριθµος Dijkstra

Λεπτοµέρειες Υλοποίησης

dist[v]: αποθηκεύει τελική και προσωρινή απόσταση µιας κορυφής v

PQ: ουρά προτεραιότητας που αποθηκεύει τα Ϲεύγη (dist[v], v), όπου v είναι

ενεργή

Κάθε ενεργή κορυφή v πρέπει να γνωρίζει το στοιχείο (pq_item) της PQ, το

οποίο περιέχει το Ϲεύγος (dist[v], v)
Το στοιχείο αυτό αποθηκεύεται στη ϑέση I[v] ενός

node_array<pq_item> I

22 / 41



Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Αλγόριθµος Dijkstra

{ node_array<pq_item> I(G);
node v;

forall_nodes(v,G) dist[v] = MAXINT;
dist[s] = 0; I[s] = PQ.insert(0,s);

while (! PQ.empty())
{ pq_item it = PQ.find_min();

node u = PQ.inf(it);
int du = dist[u];
edge e;
forall_adj_edges(e,u)
{ v = G.target(e);

int c = du + cost[e];
if (c < dist[v])
{ if (dist[v] == MAXINT)

I[v] = PQ.insert(c,v);
else

PQ.decrease_p(I[v],c);
dist[v] = c;
}

}
PQ.del_item(it);

}
}
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Αλγόριθµος Dijkstra: χρονική

πολυπλοκότητα

≤ n λειτουργίες insert, empty, find_min, delete_min

≤ m λειτουργίες decrease_p

Υπόλοιπος χρόνος, εκτός των κλήσεων στην PQ, O(n + m)

Ttotal = O(n + m

+ n · (Tinsert + Tempty + Tf ind_min + Tdelete_min)

+ m · Tdecrease_p

+ Tcreate + Tdestruct)
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Αλγόριθµος Dijkstra: ασυµπτητική ΠΧΠ

Πολυπλοκότητα Χειρότερης Περίπτωσης

f_heap O(m + n log n)

p_heap O(m + n log n)

k_heap O(m logk n + nk logk n)

bin_heap O(m log n + n log n)

list_pq O(m + n
2)

b_heap O((m + n)nM)

r_heap O(m + n log M)

m_heap O(m + max_dist + Μ)

M = 1 + µέγιστο ακέραιο κόστος ακµής

max_dist = µέγιστη απόσταση κορυφής από την s

≤ (n− 1)M
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Μια διαφορετική υλοποίηση της DIJKSTRA

Αλγόριθµοι Σ∆: πολύ ϐολική η αρχικοποίηση αποστάσεων µε∞
Π.χ. ακέραια κόστη ακµών : ϕαίνεται λογικό να υλοποιήσουµε το∞ µε

MAXINT

void DIJKSTRA(const graph& G, node s, const edge_array<int>& cost,
node_array<int>& dist)

{ node_pq PQ(G); node v; edge e;

forall_nodes(v,G) dist[v] = MAXINT;
dist[s] = 0;
forall_nodes(v,G) PQ.insert(v,dist[v]);

while (! PQ.empty())
{ node v = PQ.delete_min();

forall_adj_edges(e,v)
{ node w = G.target(e);

if ( dist[v] + cost[e] < dist[w] )
{ dist[w] = dist[v] + cost[e]; PQ.decrease_p(w,dist[w]);}

}
}

}
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Μια διαφορετική υλοποίηση της DIJKSTRA

Προσοχή µε τους αριθµητικούς τύπους !

∆εν πρέπει να ξεχνάτε ότι

«MAXINT + 1 = MININT» 6= «∞+ 1 =∞»

Αντιπαράδειγµα

s v w
1

Η προηγούµενη υλοποίηση δουλεύει σωστά όταν όλες οι κορυφές είναι

προσπελάσιµες από την s και όταν όλα τα κόστη των πλευρών είναι στο διάστηµα

[0..MAXINT/n]

27 / 41



Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Μια διαφορετική υλοποίηση της DIJKSTRA

Πρώτη προσπάθεια σωστής υλοποίησης :
εισάγει µόνο την s στην PQ και αλλάζει το µπλόκ της εντολής if
void DIJKSTRA(const graph& G, node s, const edge_array<int>& cost,

node_array<int>& dist)
{ node_pq PQ(G);

node v; edge e;

forall_nodes(v,G) dist[v] = MAXINT;
dist[s] = 0; PQ.insert(s,0);

while (! PQ.empty())
{ node v = PQ.delete_min();

forall_adj_edges(e,v)
{ node w = G.target(e);

if ( dist[v] + cost[e] < dist[w] )
{ int c = dist[v] + cost[e];

if (dist[w] == MAXINT) PQ.insert(w,c);
else PQ.decrease_p(w,c);
dist[w] = c;

}
}

}
}
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Μια διαφορετική υλοποίηση της DIJKSTRA

Μια ακόµη καλύτερη υλοποίηση, ανεξάρτητη αριθµητικών τύπων
template <class NT>
void DIJKSTRA_T(const graph& G, node s, const edge_array<NT>& cost,

node_array<NT>& dist, node_array<edge>& pred)
{ node_pq<NT> PQ(G);

node v; edge e;
dist[s] = 0; PQ.insert(s,0);

forall_nodes(v,G) pred[v] = nil;

while (!PQ.empty())
{ node u = PQ.del_min();
NT du = dist[u];
forall_adj_edges(e,u)
{ v = G.opposite(u,e); // makes it work for ugraphs
NT c = du + cost[e];
if (pred[v] == nil && v != s )
PQ.insert(v,c); // v is reached for the first time

else if (c < dist[v]) PQ.decrease_p(v,c);
else continue;

dist[v] = c;
pred[v] = e;

}
}

}
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Πειραµατική Αξιολόγηση της DIJKSTRA

Μεγέθη εισόδου : m = 500000, n ∈ {2000, 20000, 200000},

M ∈ {100, 100000}

Τυχαία γραφήµατα

− r_heap < p_heap < f_heap

Συνθετικά Γραφήµατα : εξαναγκάζουν τον αλγόριθµο να εκτελέσει

m− n + 1 λειτουργίες decrease_p

− r_heap < p_heap < f_heap

− m/n πολύ µικρό και M πολύ µεγάλο⇒
p_heap < r_heap < f_heap
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Συνθετικό γράφηµα για την DIJKSTRA

Συνθετικό γράφηµµα n κορυφών και m ≤ n(n− 1)/2 ακµών

Κορυφές 0, 1, . . . , n− 1

n− 1 ακµές (i, i + 1), 0 ≤ i < n− 1, κάθε µία µε κόστος M ≥ 0

Οι πρώτες m
′ = m− (n− 1) ακµές της ακολουθίας (0, 2), (0, 3), . . . ,

(0, n− 1), (1, 3), (1, 4), . . . , (1, n− 1), (2, 4), . . . .

Το κόστος ci,j της ακµής (i, j) πρέπει να είναι τέτοιο ώστε να εκτελούνται

m
′ λειτουργίες decrease_p
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Συνθετικό γράφηµα για την DIJKSTRA

Προσδιορισµός κόστους ci,j για εύρεση ΕΣ∆ΑΚ από την κορυφή 0

Μπλέ ακµές = ∆Σ∆ µε ϱίζα την κορυφή 0 µετά τη διαγραφή της i από την

ουρά προτεραιότητας Q,

δηλ. d(i) = δ(0, i) = iM, και c[0, 1, . . . , i − 1, i, j] = iM + ci,j

Οι κορυφές διαγράφονται από την ουρά προτεραιότητας Q σύµφωνα µε

την αρίθµησή τους, προκαλώντας τη µέγιστη δυνατή αλλαγή στην Q
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Συνθετικό γράφηµα για την DIJKSTRA

Προσδιορισµός κόστους ci,j για εύρεση ΕΣ∆ΑΚ από την κορυφή 0

Πριν τη διαγραφή της i από την Q

− {i, i + 1, . . . , n} ∈ Q

− d(i) = iM, και d(j) = (i − 1)M + ci−1,j , j > i

Μετά τη διαγραφή της i από την Q

− Χαλάρωση εξερχόµενων ακµών σύµφωνα µε τη σειρά

(i, i + 2), (i, i + 3), . . . , (i, n− 1), (i, i + 1)
− Κάτω από ποιές συνθήκες η χαλάρωση της (i, j) ϑα προκαλέσει την

εκτέλεση µιας decrease_p και τη µέγιστη δυνατή αλλαγή στην Q;
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Συνθετικό γράφηµα για την DIJKSTRA

Προσδιορισµός κόστους ci,j για εύρεση ΕΣ∆ΑΚ από την κορυφή 0

Χαλάρωση (i, j)⇒ decrease_p, αν iM + ci,j < (i − 1)M + ci−1,j , j > i

Μέγιστη αλλαγή στην Q αν

πριν τη χαλάρωση

d(j − 1) < . . . < d(i + 2) < d(n− 1) < . . . < d(j) < . . . < d(i + 1)

µετά τη χαλάρωση

d(j)< d(j − 1) < . . . < d(i + 2) < d(n− 1) < . . . < d(j + 1) < . . . < d(i + 1)
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Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Συνθετικό γράφηµα για την DIJKSTRA

Προσδιορισµός κόστους ci,j για εύρεση ΕΣ∆ΑΚ από την κορυφή 0

Τα κόστη ci,j πρέπει να επιλεγούν έτσι ώστε

− iM + ci,i+2 < (i − 1)M + ci−1,n−1 ⇒ (i, i + 2) προξενεί την κλήση µιας

decrease_p

− ci,j < ci,j−1, ∀ i + 2 < j ≤ n− 1 ⇒ (i, j) προξενεί την κλήση µιας

decrease_p, δηλ., οι ακµές (i, i + 3), (i, i + 4), . . . , (i, n− 2), (i, n− 1)
χαλαρώνονται µε αυτή τη σειρά

− M = ci,i+1 < ci,n−1 ⇒ (i, i + 1) προξενεί την κλήση µιας decrease_p

35 / 41



Πρόβληµα ΕΣ∆ΑΚ – Συνθετικό γράφηµα για την DIJKSTRA

Προσδιορισµός κόστους ci,j για εύρεση ΕΣ∆ΑΚ από την κορυφή 0

M + ci,i+2 < ci−1,n−1

M = ci,i+1 < ci,n−1 < ci,n−2 < ci,n−3 < · · · < ci,i+3 < ci,i+2

Επιλογή των ci,j έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ανισότητες

Προσδιορισµός των m
′ επιπρόσθετων ακµών

Ανάθεση κόστους αυτών των m
′ επιπρόσθετων ακµών σε αντίστροφη

σειρά

Ανάθεση κόστους τελευταίας ακµής ίσο µε M + 1

ci,j =

{
ci,j+1 + 1 αν j < n− 1

ci+1,i+3 + M + 1 αν j = n− 1
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Τέλος Ενότητας
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Σηµείωµα Ιστορικού Εκδόσεων ΄Εργου

Το παρόν έργο αποτελεί την έκδοση 1.0.
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Σηµείωµα Ιστορικού Εκδόσεων ΄Εργου

Copyright Πανεπιστήµιο Πατρών, Χρήστος Ζαρολιάγκης, 2014. «Τεχνολογίες

Υλοποίησης Αλγορίθµων». ΄Εκδοση : 1.0. Πάτρα 2014. ∆ιαθέσιµο από τη

δικτυακή διεύθυνση :

https://eclass.upatras.gr/courses/CEID1084
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Σηµείωµα Ιστορικού Εκδόσεων ΄Εργου

Το παρόν υλικό διατίθεται µε τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons

Αναφορά, Μη Εµπορική Χρήση, ΄Οχι Παράγωγα ΄Εργα 4.0 [1] ή µεταγενέστερη, ∆ιεθνής

΄Εκδοση. Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. ϕωτογραφίες, διαγράµµατα κ.λ.π., τα

οποία εµπεριέχονται σε αυτό.

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0

Ως Μη Εµπορική ορίζεται η χρήση :

που δεν περιλαµβάνει άµεσο ή έµµεσο οικονοµικό όφελος από την χρήση του έργου, για

το διανοµέα του έργου και αδειοδόχο

που δεν περιλαµβάνει οικονοµική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση

στο έργο

που δεν προσπορίζει στο διανοµέα του έργου και αδειοδόχο έµµεσο οικονοµικό όφελος

(π.χ. διαφηµίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο

Ο δικαιούχος µπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιµοποιεί το έργο για

εµπορική χρήση, εφόσον αυτό του Ϲητηθεί.
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∆ιατήρηση Σηµειωµάτων

Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού ϑα πρέπει να

συµπεριλαµβάνει :

το Σηµείωµα Αναφοράς

το Σηµείωµα Αδειοδότησης

τη δήλωση ∆ιατήρησης Σηµειωµάτων

το Σηµείωµα Χρήσης ΄Εργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) µαζί µε τους

συνοδευόµενους υπερσυνδέσµους
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