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Οι παρούσες σηµειώσεις αποτελούν ένα χρήσιµο συµπλήρωµα για την δι-
δασκαλία Εργαστηριακών Ασκήσεων σε πανεπιστηµιακό επίπεδο. Η συγγραϕή
τους ϐασίσθηκε κυρίως στην προσωπική εµπειρία του γράϕοντος από την δι-
δασκαλία Εργαστηριακών Ασκήσεων σε φοιτητές της Πολυτεχνικής Σχολής του
Πανεπιστηµίου Πατρών και στο ϐιβλίο του: J. R. Taylor, An Introduction to Er
ror Analysis, 2nd edition, (University Science Books, Sausalito (CA), 1997).
Παρατηρήσεις και σχόλια που, κατά την γνώµη των αναγνωστών, ϑα µπορούσαν
να ϐελτιώσουν το επίπεδο κατανόησης των σηµειώσεων και να ανασκευάσουν
τυχόν τυπογραϕικά λάθη στο κείµενο είναι ευπρόσδεκτα.

Το κείµενο αυτό αποτελεί προϊόν πνευµατικής εργασίας που εκπονήθηκε µε
σκοπό την δωρεάν διανοµή των σηµειώσεων µέσω του διαδικτίου στους φοιτητές
που διδάσκονται µαθήµατα µε Εργαστηριακές Ασκήσεις από τον συγγραϕέα.
Εκϕράζω ιδιαίτερη παράκληση να µην γίνεται µαζική αναδιανοµή και ανατύ-
πωση αυτών των σηµειώσεων δίχως την άδειά µου.

c� Copyright 2015
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Αντί Προλόγου

΄Ολη αυτή η υπόθεση δεν διαϕέρει πολύ από κείνη τη γνωστή ιστορία για
την µύτη του αυτοκράτορα της Κίνας. Σε κανέναν δεν επιτρεπόταν να δεί τον
αυτοκράτορα της Κίνας και το ερώτηµα ήταν : Ποιο είναι το µήκος της µύτης
του αυτοκράτορα; Για να το ϐρείς αρχίζεις να διασχίζεις τη χώρα ϱωτόντας τους
κατοίκους της τι µήκος είχε η µύτη του αυτοκράτορα. Τελικά ϐρίσκεις το µήκος
της από τον µέσο όρο των απαντήσεων που σου έδωσαν οι διάϕοροι Κινέζοι. Και
νοµίζεις ότι η απάντησή σου είναι ακριβής επειδή ήταν µεγάλος ο αριθµός των
ερωτηθέντων. ∆εν είναι όµως αυτός ο σωστός τρόπος για να ϐρείς κάτι. ΄Οταν
ϱωτάς πολλούς ανθρώπους που δεν γνωρίζουν τίποτε για αυτό που τους ϱωτάς,
δεν ωϕελεί σε τίποτα να ϐγάλεις τον µέσο όρο των απαντήσεών τους.

Richard Feynman
από το ϐιβλίο του: Σίγουρα ϑα αστειεύεστε, κύριε Feynman!
Εκδόσεις Τροχαλία
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0.1 Ορισµοί και είδη σϕαλµάτων

Στην επιστήµη η λέξη σϕάλµα (error) δεν φέρει την συνηθισµένη έννοια που υπάρχει στους όρους
λάθος ή παραδροµή (κ. γκάϕα). Το σϕάλµα στις επιστηµονικές µετρήσεις εννοεί την αναπόϕευκτη
αβεβαιότητα που εµϕανίζεται σε όλες τις µετρήσεις. ΄Ετσι, τα σϕάλµατα δεν είναι λάθη που µπορούν
να εξαλειϕθούν τελείως όταν κάποιος είναι πολύ προσεκτικός ή όταν χρησιµοποιούνται πειραµατι-
κές συσκευές (όργανα µετρήσεων) µεγάλης ακρίβειας. Το καλύτερο που µπορεί να ελπίζει κανείς
είναι να κρατήσει τα σϕάλµατα όσο γίνεται µικρότερα και να έχει µία αξιόπιστη εκτίµηση για το
πόσο µεγάλα είναι αυτά.

0.1.1 Απόλυτο και Σχετικό Σϕάλµα

΄Αµεση µέτρηση µιάς φυσικής ποσότητας συµβαίνει όταν διαβάζουµε την κλίµακα ή την ψηϕιακή
οθόνη ενός οργάνου (π.χ. χάρακας, χρονόµετρο, ϐολτόµετρο κλπ). ΄Ετσι, ϑα ονοµάζουµε µέτρηση
την άµεση µέτρηση και εκτίµηση τον υπολογισµό µιας φυσικής παραµέτρου από άλλες άµεσα µε-
τρούµενες ποσότητες (π.χ. γίνεται εκτίµηση της αντίστασης R από τις µετρούµενες ποσότητες τάση
V και ϱεύµα I). Το αποτέλεσµα της άµεσης µέτρησης ή της εκτίµησης µιάς φυσικής ποσότητας x
γράϕεται :

x = xbest ± δx (1)

όπου xbest = (η καλύτερη εκτίµηση του x)

(χρησιµοποιούµε τον όρο εκτίµηση γιατί όπως ϑα δούµε στα επόµενα το xbest µπορεί να προ-
κύψει και σαν µέσος όρος από επαναλαµβανόµενες µετρήσεις της ίδιας φυσικής ποσότητας µε την
ίδια µέθοδο µέτρησης.)

και δx = (απόλυτο σϕάλµα της µέτρησης).

Το απόλυτο σϕάλµα είναι πάντοτε ένας ϑετικός αριθµός : δx >0.

Η εξίσωση (1) εκϕράζει την πεποίθεσή µας ότι η σωστή τιµή της x ϐρίσκεται πιθανότατα στο
διάστηµα µεταξύ xbest-δx και xbest+δx.

Το σχετικό σϕάλµα της x =
δx

| xbest |

είναι µία αδιάστατη ϑετική ποσότητα (δίχως µονάδες) όπου το σύµβολο |xbest| είναι η απόλυτη
τιµή της xbest.

Το επι τοις εκατό σϕάλµα της x =
δx

| xbest |
× 100%

είναι µία προσεγγιστική ένδειξη για την ποιότητα µιάς µέτρησης. ΄Ετσι, περίπου 10% σχετικό
σϕάλµα είναι συνήθως ένδειξη µιάς αρκετά χονδρικής µέτρησης (π.χ. στα 10 Km µία χονδρική
µέτρηση µπορεί να εµϕανίζει σϕάλµα περίπου 1 Km). ΄Ενα σχετικό σϕάλµα περίπου 1% ή 2%
χαρακτηρίζει µία προσεκτική µέτρηση και είναι κοντά στο ϐέλτιστο που µπορούµε να ελπίζουµε
στα πειράµατα ενός Εισαγωγικού Εργαστηρίου Φυσικής.
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0.1.2 Τυχαία και Συστηµατικά Σϕάλµατα

Τυχαία (random) σϕάλµατα είναι όλες οι πειραµατικές αβεβαιότητες που µπορούν να αποκαλυ-
φθούν µε επανάληψη των µετρήσεων. Εκϕράζουν την αναπόϕευκτη αβεβαιότητα που εµϕανίζεται
σε όλες τις µετρήσεις.

Συστηµατικά (systematic) σϕάλµατα είναι όλες οι πειραµατικές αβεβαιότητες που δέν µπορούν
να αποκαλυϕθούν µε επανάληψη των µετρήσεων. Ανθρώπινα λάθη και κακή ϱύθµιση των οργάνων
µέτρησης (π.χ. όταν η στάθµη ενός Ϲυγού δεν είναι σωστά ευθυγραµµισµένη) είναι συνηθισµένες
πηγές µεγάλων συστηµατικών σϕαλµάτων.

Αξίζει να δώσετε ιδιαίτερη προσοχή σε µερικά παραδείγµατα συστηµατικών σϕαλµάτων που
οϕείλονται σε ανθρώπινα λάθη λόγω απροσεξίας ή απειρίας των πειραµατιστών. Το φαινόµενο
της παράλλαξης που προκαλείται π.χ. όταν τοποθετούµε το κεϕάλι µας από την µία πλευρά και
µετά από την αντίθετη του δείκτη κατά την ανάγνωση µιας µετρικής κλίµακας (σε ένα χρονόµετρο
ή αναλογικό ϐολτόµετρο κλπ) είναι σύνηθες παράδειγµα απροσεξίας. ΄Ενα παράδειγµα απειρίας
εµϕανίζεται κατά την εκτίµηση της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας g µε απλό εκκρεµές, όπου το µή-
κος ℓ που υπεισέρχεται στον τύπο g=4π2ℓ/T 2 πρέπει να το µετράτε από το σηµείο ανάρτησης του
νήµατος έως το κέντρο ϐάρους του ϐαριδίου και όχι από το µήκος του νήµατος µόνον.

0.1.3 Σηµαντικά ψηϕία

΄Οταν καθορισθεί το σϕάλµα δx µιάς µέτρησης, τότε τα σηµαντικά ψηϕία της xbest µπορούν να
καθορισθούν στην τελική απάντηση.

Γενικός κανόνας: Σε κάθε τελική απάντηση το τελευταίο σηµαντικό ψηϕίο της xbest πρέπει
να είναι συνήθως της ίδιας τάξης µεγέθους (που σηµαίνει στην ίδια δεκαδική υποδιαίρεση) µε το
σϕάλµα δx.

Παραδείγµατα
92.81 ± 0.3 = 92.8 ± 0.3
92.81 ± 3 = 93 ± 3
92.81 ± 30 = 90 ± 30
x = 3.1234 × 104 ± 2 m = (3.1234 ± 0.0002) × 104 m
υ = 8.123456 ± 0.0312 m/s = 8.12 ± 0.03 m/s

΄Οταν εκτελούµε µία σειρά αριθµητικών πράξεων για να ϐρούµε τη xbest, π.χ. µε υπολογιστή
χειρός, δεν χρειάζεται να στρογγυλεύουµε τις τιµές σε κάθε ϐήµα, αλλά στο τελικό αποτέλεσµα
µόνο.

0.1.4 Αντιστοιχία µεταξύ Σηµαντικών ψηϕίων και Σχετικών Σϕαλµάτων

Το σχετικό σϕάλµα σχετίζεται µε τον αριθµό των σηµαντικών ψηϕίων. Αυτό µπορεί να φανεί
εύκολα αν δεχθούµε ότι κάθε αριθµός µε N σηµαντικά ψηϕία παρουσιάζει σϕάλµα (αβεβαιότητα)
περίπου 1 στο N -ιοστό ψηϕίο. ΄Ετσι οι αριθµοί x=21 και y=0.21, που έχουν δύο σηµαντικά ψηϕία,
γράϕονται σύµϕωνα µε την σύµβαση που αναϕέραµε ως: x=21 ± 1 και y=0.21 ± 0.01. Παρόλο
που οι δύο αριθµοί έχουν εντελώς διαϕορετικά απόλυτα σϕάλµατα παρατηρούµε ότι εµϕανίζουν
το ίδιο σχετικό σϕάλµα:
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δx

| xbest |
=

δy

| ybest |
=

1

21
=

0.01

0.21
= 0.05 = 5%

΄Ετσι, το γεγονός ότι οι αριθµοί 21 και 0.21 (ή 2.1, ή 0.0021 κλπ) έχουν δύο σηµαντικά ψηϕία
είναι ισοδύναµο µε το να πούµε ότι είναι 5% αβέβαιοι. Με τον ίδιο τρόπο, το 21.0, µε 3 σηµαντικά
ψηϕία είναι 0.5% αβέβαιο. Ατυχώς, αυτή η χρήσιµη αντιστοιχία είναι µόνο προσεγγιστική.

Για παράδειγµα ο αριθµός 10, µε δύο σηµαντικά ψηϕία, σηµαίνει : 10 ± 1= 10 ± 10%, ενώ
ο αριθµός 99 (µε δύο σηµαντικά ψηϕία και αυτός) σηµαίνει : 99 ± 1=99 ± 1%. Γίνεται λοιπόν
εµϕανές ότι το σχετικό σϕάλµα που συνδέεται µε δύο σηµαντικά ψηϕία ϐρίσκεται στο διάστηµα
µεταξύ 1% και 10%, ανάλογα µε το πρώτο ψηϕίο του αριθµού. ΄Ετσι µπορούµε να ορίσουµε µία
προσεγγιστική αντιστοιχία µεταξύ σηµαντικών ψηϕίων και σχετικών σϕαλµάτων:

Πίνακας 1: Προσεγγιστική αντιστοιχία µεταξύ σηµαντικών ψηϕίων και σχετικών σϕαλµάτων.
Αριθµός σηµαντικών ψηϕίων Σχετικό σϕάλµα µεταξύ ή χονδρικά

1 10% και 100% 50%
2 1% και 10% 5%
3 0.1% και 1% 0.5%

0.2 Κανόνες Μετάδοσης Σϕαλµάτων

Συνήθως ο καθορισµός µιας φυσικής παραµέτρου προκύπτει από την µέτρηση άλλων φυσικών
ποσοτήτων (π.χ. η ηλεκτρική αντίσταση προκύπτει από την µέτρηση της τάσης και του ϱεύµατος).
Για αυτές τις περιπτώσεις πρέπει να καθορισθούν κανόνες µετάδοσης των σϕαλµάτων από τις
µετρήσεις. Γενικώς, οι κανόνες µετάδοσης σϕαλµάτων αναϕέρονται στην περίπτωση όπου έχουν
µετρηθεί διάϕορες ποσότητες x,..., w µε σϕάλµα δx,..., δw και Ϲητάµε να χρησιµοποιηθούν αυτές
οι τιµές για να υπολογίσουµε µία ποσότητα q. Τα σϕάλµατα στα x,..., w µεταδίδονται µέσα από
τον υπολογισµό και προκαλούν ένα σϕάλµα στο q σύµϕωνα µε τους ακόλουθους κανόνες.

0.2.1 Αθροίσµατα και ∆ιαϕορές

Αν
q = x+ ...+ z − (u+ ...+ w), (2)

τότε
(δq)2 = (δx)2 + ...+ (δz)2 + (δu)2 + ...+ (δw)2 (3)

µόνον άν τα σϕάλµατα είναι ανεξάρτητα και τυχαία.

΄Αν τα σϕάλµατα δεν είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους τότε :

δq ≤ δx+ ...+ δz + δu+ ...+ δw (4)

που ισχύει σε όλες τις περιπτώσεις.
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0.2.2 Γινόµενα και Πηλίκα

Αν
q =

x× ...× z

u× ...× w
, (5)

τότε (
δq

q

)2

=

(
δx

x

)2

+ ...+

(
δz

z

)2

+

(
δu

u

)2

+ ...+

(
δw

w

)2

(6)

µόνον άν τα σϕάλµατα είναι ανεξάρτητα και τυχαία.

΄Αν τα σϕάλµατα δεν είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους τότε :

δq

| q |
≤ δx

| x |
+ ...+

δz

| z |
+

δu

| u |
+ ...+

δw

| w |
(7)

που ισχύει σε όλες τις περιπτώσεις.

0.2.3 Μετρούµενη ποσότητα επί σταθερό αριθµό

Αν B είναι ένας γνωστός και σταθερός αριθµός (π.χ. B=π) και

q = Bx, (8)

τότε
δq = Bδx (9)

ή ισοδύναµα
δq

| q |
=

δx

| x |
(10)

0.2.4 Σϕάλµα µιάς δύναµης

Αν n είναι ένας γνωστός και σταθερός αριθµός και

q = xn, (11)

τότε
δq

|q|
= |n| δx

|x|
(12)

Η εξίσωση (12) δείχνει ότι για n >1 το µεταδιδόµενο σϕάλµα δq µεγεθύνεται, ενώ για n <1
το σϕάλµα στο δq σµικρύνεται (π.χ. όταν υπάρχει τετραγωνική ϱίζα, όπου n=1/2, το σϕάλµα στο
δq υποδιπλασιάζεται). Το συµπέρασµα είναι ότι για να κρατήσουµε το δq όσο γίνεται µικρότερο
πρέπει να µετρήσουµε µε όσο γίνεται µεγαλύτερη ακρίβεια τις φυσικές ποσότητες που υψώνονται
σε κάποια δύναµη n >1, ώστε να επιτύχουµε το ελάχιστο δυνατό σϕάλµα στο δx.
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0.2.5 Σϕάλµα σε συνάρτηση µιάς µεταβλητής

Αν q=q(x) είναι µια συνάρτηση του x (π.χ. µια τριγωνοµετρική ή εκθετική ή λογαριθµική συνάρ-
τηση) τότε :

δq =

∣∣∣∣dq(x)dx

∣∣∣∣ δx (13)

Στην περίπτωση που η q(x) είναι µια περίπλοκη συνάρτηση µιάς µεταβλητής τότε είναι ευκολό-
τερο να χρησιµοποιείτε τον ισοδύναµο τύπο:

δq =| q(xbest + δx)− q(xbest) | (14)

0.2.6 Γενικός τύπος για µετάδοση σϕάλµατος

Αν q = q(x, ..., z) είναι µια συνάρτηση των x,...,z τότε :

(δq)2 =

(
∂q

∂x
δx

)2

+ ...+

(
∂q

∂z
δz

)2

(15)

µόνον άν τα σϕάλµατα είναι ανεξάρτητα και τυχαία. (Για τις µερικές παραγώγους ∂q/∂x,...,
∂q/∂z ϐλέπε το µαθηµατικό συµπλήρωµα στο τέλος των σηµειώσεων).

΄Αν τα σϕάλµατα δεν είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους τότε :

δq ≤
∣∣∣∣∂q∂x

∣∣∣∣ δx+ ...+

∣∣∣∣∂q∂z
∣∣∣∣ δz (16)

που ισχύει σε όλες τις περιπτώσεις.
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0.2.7 Παραδείγµατα Μετάδοσης Σϕαλµάτων

1) Περί ανεξαρτησίας σϕαλµάτων

Για να υπολογίσουµε την µετάδοση σϕάλµατος της q = x(y − z sinu) από τις µετρούµενες
ποσότητες x, y, z, u ακολουθούµε τα παρακάτω ϐήµατα: α) υπολογίζουµε την συνάρτηση δ(sinu)
από την εξίσωση (13), ϐ) µετά το γινόµενο z επί sinu από την εξίσωση (3), γ) µετά την διαϕορά
δ(y − z sinu) από την εξίσωση (3), δ) και τέλος το γινόµενο x(y − z sinu) από την εξίσωση (3).

Αυτή η ϐήµα-προς-ϐήµα διαδικασία δεν µπορεί να εϕαρµοστεί σε συναρτήσεις που περιλαµ-
ϐάνουν τουλάχιστον µια µεταβλητή η οποία εµϕανίζεται περισσότερο από µια φορά, όπως στην :
q = y − x sin y. Οι δύο όροι δεν είναι ανεξάρτητοι γιατί εξαρτώνται από την y. ΄Ετσι, για να υπολο-
γίσουµε το σϕάλµα δq πρέπει να εϕαρµόσουµε τον γενικό τύπο από την εξ.16.

2) Εξάρτηση σϕαλµάτων στις δυνάµεις

Από την εξίσωση (12) γνωρίζουµε ότι το σϕάλµα στην συνάρτηση q=x2 είναι :

δq

| q |
= 2

δx

| x |

Ακολουθώντας όµως ένα απατηλό επιχείρηµα µπορούµε να ϑεωρήσουµε το q=x2 = x × x,
οπότε σύµϕωνα µε την εξίσωση (6) για το γινόµενο έχουµε:

(
δq

q

)2

=

(
δx

x

)2

+

(
δx

x

)2

=⇒ δq

q
= (2)1/2

δx

| x |

το συµπέρασµα είναι λάθος. Πριν δείτε την απάντηση, µπορείτε να ϐρείτε πού είναι το λάθος ;

(Το λάθος είναι ότι η εξίσωση (6) ισχύει µόνον αν τα σϕάλµατα στους διάϕορους παράγοντες
είναι ανεξάρτητα. ΄Οταν λοιπόν γράϕουµε το q=x2 = x× x, οι δύο όροι (x και x) δέν είναι ανεξάρ-
τητοι και εποµένως η εξίσωση (6) δεν ισχύει.)

3) Εκτίµηση του g µε ένα απλό εκκρεµές

Η περίοδος ταλάντωσης T ενός απλού εκκρεµούς είναι T=2π(ℓ/g)1/2. Μέτρηση του µήκους ℓ
από το σηµείο αναρτήσεως του νήµατος έως το κέντρο ϐάρους του ϐαριδίου και της T µπορεί να
µας δώσει µία εκτίµηση της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας g:

g = 4π2ℓ/T 2

Αυτό το αποτέλεσµα µας δίνει το g σαν συνάρτηση των τριών παραγόντων 4π2, ℓ και T 2. Εϕόσον
τα αντίστοιχα σϕάλµατα είναι ανεξάρτητα και τυχαία µπορούµε να εϕαρµόσουµε την ϐήµα-προς-
ϐήµα µέθοδο µετάδοσης σϕαλµάτων. ΄Ετσι, ο παράγοντας 4π2 δεν έχει σϕάλµα ενώ το σχετικό
σϕάλµα στο T 2 δίνεται από την εξίσωση (12):
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δT 2

T 2
= 2

δT

T

΄Αρα το σχετικό σϕάλµα στην απάντησή µας για το g δίνεται από την εξίσωση (6):

(
δg

g

)2

=

(
δℓ

ℓ

)2

+

(
2
δT

T

)2

4) Εκτίµηση του συντελεστή διάθλασης από το νόµο του Snell

΄Οταν µία ακτίνα φωτός εισέρχεται από τον αέρα σε γυαλί οι γωνίες εισόδου ϑi και διάθλασης ϑr

ορίζονται ως η απόκλιση από την κάθετο στο σηµείο εισόδου της διεπιϕάνειας και σχετίζονται µεταξύ
τους µε το νόµο του Snell: sinϑi=η sinϑr, όπου η είναι ο συντελεστής διάθλασης του γυαλιού. ΄Ετσι,
µετρώντας τις γωνίες εισόδου ϑi και διάθλασης ϑr µπορούµε να έχουµε µια εκτίµηση του η:

η =
sinθi
sinθr

Επειδή ο συντελεστής διάθλασης η είναι µια σχετικά περίπλοκη τριγωνοµετρική συνάρτηση δύο
ανεξάρτητων µεταβλητών µας διευκολύνει να χρησιµοποιήσουµε την εξίσωση (6) για το πηλίκο, σε
ένα ϐήµα-προς-ϐήµα υπολογισµό, παρά να εϕαρµόσουµε το γενικό τύπο χρησιµοποιώντας την
εξίσωση (15):

(
δη

η

)2

=

(
δ sin θi
sin θi

)2

+

(
δ sin θr
sin θi

)2

Για να ϐρούµε το σχετικό σϕάλµα του ηµιτόνου κάθε γωνίας χρησιµοποιούµε την εξίσωση (13)
για το σϕάλµα συνάρτησης µιάς µεταβλητής :

δ sin θ =

∣∣∣∣d sin θdθ

∣∣∣∣ δ sin θ = | cos θ|δθ, σε rad

΄Ετσι το σχετικό σϕάλµα είναι :

δ sin θ

| sin θ|
=| cotθ | δθ, σε rad

Προσέχουµε ότι στον υπολογισµό σϕαλµάτων τριγωνοµετρικών συναρτήσεων οι γωνίες υπολο-
γίζονται πάντοτε σε ακτίνια (1 rad=π/180o).
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0.3 Στατιστική Ανάλυση Σϕαλµάτων

0.3.1 Μέση τιµή και Τυπική Απόκλιση

Υποθέτουµε ότι συλλέγονται N µετρήσεις x1, x2,..., xN για την ίδια ποσότητα x, όλες µε την ίδια
µέθοδο. Με την προϋπόθεση ότι όλα τα σϕάλµατα είναι τυχαία και µικρά παίρνουµε τα ακόλουθα
αποτελέσµατα:

1) Μέση τιµή

Η καλύτερη εκτίµηση για την πραγµατική τιµή του x είναι η µέση τιµή (mean value) των N
µετρήσεων:

x =
1

N

N∑
i=1

xi = xbest (17)

2) Τυπική απόκλιση

Το µέσο εύρος της κατανοµής των σϕαλµάτων γύρω από την µέση τιµή των N µετρήσεων x1,
x2,..., xN δίνεται από την τυπική απόκλιση (standard deviation):

σ2
x =

1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x)2 (18)

Αυτός ο ορισµός της τυπικής απόκλισης, που συχνά αποκαλείται και τυπική απόκλιση δείγ-
µατος (sample standard deviation), είναι ο πιό κατάλληλος για το σκοπό µας. Η πληθυσµιακή
τυπική απόκλιση (population standard deviation) ϐρίσκεται αντικαθιστώντας τον παράγοντα (N -1)
στον παρονοµαστή µε το N . ΄Οσοι λοιπόν χρησιµοποιούν έτοιµες συναρτήσεις υπολογιστών για να
ϐρούν την τυπική απόκλιση πρέπει να διευκρινίσουν ποιόν από τους δύο ορισµούς χρησιµοποιεί
ο υπολογιστής.

Η τυπική απόκλιση σx εκϕράζει το εύρος της κατανοµής των σϕαλµάτων που έχει για κέντρο
της την µέση τιµή. Το εύρος σx είναι το όριο εµπιστοσύνης του 68%, που µας λέει ότι υπάρχει
68% πιθανότητα για κάθε µια µέτρηση x1, x2,..., xN να ϐρίσκεται µέσα σε µία απόσταση σx από
την πραγµατική τιµή x = xbest.

Στην πράξη αυτό που ξέρουµε είναι οι N µετρήσεις x1, x2,..., xN , όπου το N είναι τόσο µεγάλο
όσο ο διαθέσιµος χρόνος µας και η υποµονή µας επιτρέπει να το κάνουµε. Βασιζόµενοι σε αυτές
τις N µετρηµένες τιµές, η καλύτερη εκτίµηση της πραγµατικής τιµής του x είναι η µέση τιµή x
και η καλύτερη εκτίµηση του εύρους της κατανοµής των N τιµών γύρω από την x είναι η τυπική
απόκλιση σx.

0.3.2 Μετάδοση σϕαλµάτων στην σq της q(x, y, ..., z)

Το πρόβληµα της µετάδοσης σϕαλµάτων προκύπτει όταν µετρούµε έναν αριθµό διαϕορετικών φυσι-
κών ποσοτήτων x, y, ..., z, όλες µε τα δικά τους σϕάλµατα, και µετά ϑέλουµε να χρησιµοποιήσουµε
αυτές τις ποσότητες για να υπολογίσουµε την συνάρτηση q(x, y, ..., z). Αν οι διαϕορετικές ποσό-
τητες x, y, ..., z υπόκεινται µόνον σε τυχαία σϕάλµατα τότε η κάθε µια ϑα εµϕανίζει ένα εύρος
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κατανοµής σx, σy,...,σz. Αποδεικνύεται ότι οι τιµές της q(x, y, ..., z) κατανέµονται γύρω από την
καλύτερη εκτίµηση της q(x, y, ..., z) µε τυπική απόκλιση (εύρος):

σ2
q =

(
∂q

∂x
σx

)2

+ ...+

(
∂q

∂z
σz

)2

(19)

Η εξίσωση (19) έχει ανάλογη µορϕή µε αυτήν της εξίσωσης (15). Αυτό δείχνει ότι η τυπική
απόκλιση σq υπέχει τον ϱόλο της δq για την µετάδοση ανεξάρτητων και τυχαίων σϕαλµάτων.

Λήµµα Στην περίπτωση που q(x, y, ..., z) = x+ y + ...+ z τότε η σ2
q = σ2

x + σ2
y + ...+ σ2

z , γιατί
οι µερικές παράγωγοι στην εξ.19 είναι µονάδα.

0.3.3 Τυπική απόκλιση από την µέση τιµή σx

Η τυπική απόκλιση από την µέση τιµή σx ϐρίσκεται εϕαρµόζοντας την εξ.19 για τις N µετρήσεις
x1, x2,..., xN της ίδιας ποσότητας x:

(σx)
2 =

(
∂x

∂x1
σx1

)2

+ ...+

(
∂x

∂xN
σxN

)2

Επειδή οι x1, x2,..., xN είναι όλες µετρήσεις της ίδιας ποσότητας x το εύρος κατανοµής είναι
το ίδιο για όλες και ίσο µε σx: σx1 = ... = σxN = σx.

Από τον ορισµό της µέσης τιµής (εξ.17) προκύπτει ότι όλες οι µερικές παράγωγοι είναι ίσες :

∂x

∂x1
= ... =

∂x

∂xN
=

1

N

΄Αρα η (σx)
2 ανάγεται στην :

(σx)
2 =

(
1

N
σx

)2

+ ...+

(
1

N
σx

)2

= N
σ2
x

N2

Εποµένως η τυπική απόκλιση από την µέση τιµή σx είναι :

σx =
σx

N1/2
= τυχαίο σϕάλµα (20)

Γίνεται ξεκάθαρο πλέον ότι όταν µετράµε µια ποσότητα x πολλές φορές τότε η µέση τιµή x
αυτών των µετρήσεων είναι η καλύτερη εκτίµηση της x (x = xbest στην εξ.1) ενώ η τυπική απόκλιση
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από την µέση τιµή σx είναι µια καλή µέτρηση του τυχαίου σϕάλµατος (σx = δx στην εξ.1). ΄Ετσι η
εξ.1 γίνεται :

xbest ± δx = x± σx = x± σx
N1/2

(21)

που σηµαίνει ότι, ϐασιζόµενοι στις παρατηρήσεις µας, αναµένουµε µε πιθανότητα 68% κάθε
µέτρηση της x, που έγινε µε τον ίδιο τρόπο, να ϐρίσκεται στο διάστηµα µεταξύ x− σx και x+ σx.

0.3.4 Κριτήριο αποδοχής ενός µετρηµένου αποτελέσµατος

Συνήθως η πειραµατική εκτίµηση στην εξ.21 µπορεί να συγκριθεί µε µια γνωστή ή αναµενόµε-
νη τιµή xexp που έχει προκύψει είτε από την ϑεωρία είτε από άλλα ακριβέστερα πειράµατα. Η
ασυµϕωνία της xexp από την xbest: |xbest − xexp|, παρέχει ένα κριτήριο αποδοχής του µετρηµένου
αποτελέσµατος xbest:

t =
|xbest − xexp|

σx
(22)

όπου t είναι ο αριθµός που µας λέει ότι η xbest διαϕέρει από την xexp κατά t τυπικές απο-
κλίσεις. Η σx είναι η τυπική απόκλιση της xbest = x. Για τα πειράµατα ενός εκπαιδευτικού
εργαστηρίου φυσικής µπορούµε να καταρτίσουµε κριτήρια αποδοχής που στηρίζονται στην ασυµ-
φωνία |xbest − xexp| =tσx. ΄Ετσι :

΄Αν |xbest − xexp| ≤ 1.8σx το αποτέλεσµα είναι αποδεκτό.

΄Αν |xbest − xexp| ≥ 2.6σx το αποτέλεσµα δεν είναι αποδεκτό. ΄Αρα πρέπει να επαναλάβουµε το
πείραµα (την εργαστηριακή άσκηση).

΄Αν 1.9σx ≤ |xbest − xexp| ≤ 2.5σx το πείραµα δεν καταλήγει σε συµπέρασµα. ΄Αρα πρέπει να
επαναλάβουµε τις µετρήσεις προσπαθώντας να εντοπίσουµε και τα συστηµατικά σϕάλµατα.

΄Οταν υπάρχουν σηµαντικά συστηµατικά σϕάλµατα τότε η σx δίνει την συνιστώσα του τυχαίου
σϕάλµατος : δxran=σx. Αν λοιπόν υπάρχει τρόπος να εκτιµήσουµε την συνιστώσα του συστηµα-
τικού σϕάλµατος δxsys τότε, υποθέτοντας ότι τα δxran και δxsys είναι ανεξάρτητα, µια λογική
έκϕραση για το ολικό σϕάλµα δxtot είναι :

(δxtot)
2 = (δxran)

2 + (δxsys)
2 (23)

Ονοµάζουµε λογική την έκϕραση της (δxtot)2 γιατί δεν υπάρχει αυστηρή µαθηµατική απόδειξη
της εξ.23.
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0.3.5 Παράδειγµα στη Στατιστική Ανάλυση Σϕαλµάτων

Αυτό το παράδειγµα εξετάζει την περίπτωση όπου η στατιστική ανάλυση δεν µπορεί να εϕαρµοστεί
απευθείας στις µετρήσεις αλλά µπορεί στις τελικές απαντήσεις.

Υποθέτουµε ότι ϑέλουµε να µετρήσουµε την σταθερά ελατηρίου k χρονοµετρώντας τις ταλαντώ-
σεις µιάς µάζας m που είναι στεραιωµένη στο άκρο του ελατηρίου. Γνωρίζουµε από τη στοιχειώδη
µηχανική ότι η περίοδος της ταλάντωσης είναι T=2π(m/k)1/2. ΄Ετσι, µετρώντας τα T και m ϐρί-
σκουµε την k:

k = 4π2m/T 2

Ο απλούστερος τρόπος να ϐρούµε την k είναι να χρησιµοποιήσουµε µία γνωστή µάζα m και να
κάνουµε διάϕορες προσεκτικές µετρήσεις της T . ΄Οµως είναι πιό ενδιαϕέρον να χρονοµετρήσουµε
πολλές φορές την T για πολλές διαϕορετικές µάζες m γιατί, π.χ., µε αυτόν τον τρόπο µπορούµε να
επαληθεύσουµε ότι T 2 ∼ m καί να µετρήσουµε την k). ΄Εστω λοιπόν ότι παίρνουµε τις µετρήσεις
που παρουσιάζονται στις πρώτες δύο γραµµές του Πίνακα.

Πίνακας 2: Μετρήσεις της σταθεράς ελατηρίου.

µάζα m (kg) 0.513 0.581 0.634 0.691 0.752 0.834 0.901 0.950
περίοδος T (sec) 1.24 1.33 1.36 1.44 1.50 1.59 1.65 1.69
k = 4π2m/T 2 13.17 12.97 κλπ

Προϕανώς δέν έχει νόηµα να υπολογίσουµε µέσες τιµές για τις διαϕορετικές µάζες ή τις δια-
φορετικές περιόδους γιατί δεν είναι διαϕορετικές µετρήσεις της ίδιας ποσότητας. Ούτε µπορούµε
να µάθουµε κάτι για τα σϕάλµατα συγκρίνοντας τις διαϕορετικές τιµές της µάζας ή της περιόδου.
Παρόλα αυτά µπορούµε να συνδιάσουµε κάθε τιµή της m µε την αντίστοιχή της T για να υπολο-
γίσουµε την k, όπως δείχνουµε στην τελευταία γραµµή του πίνακα. Οι απαντήσεις για την k στην
τελευταία γραµµή είναι όλες µετρήσεις της ίδιας ποσότητας και εποµένως υπόκεινται σε στατιστική
ανάλυση. Συγκεκριµένα, η καλύτερη εκτίµηση της k είναι η µέση τιµή: kbest = k=13.16 N/m και
το τυχαίο σϕάλµα δkran είναι η τυπική απόκλιση από τη µέση τιµή: σx=0.06 N/m (κάνετε όλες
τις πράξεις για άσκηση). ΄Ετσι, η τελική απάντηση είναι : k=13.16 ± 0.06 N/m.

Υποθέτουµε τώρα ότι ο Ϲυγός που χρησιµοποιήθηκε για την µέτρηση των µαζών είχε συστηµα-
τικό σϕάλµα περίπου 1% και το χρονόµετρο που χρησιµοποιήθηκε για την µέτρηση της περιόδου
είχε 0.5%. Επειδή τα σϕάλµατα στην m και T είναι ανεξάρτητα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε
την εξ.6 για να ϐρούµε την συνιστώσα του συστηµατικού σϕάλµατος δksys:

(
δksys
kbest

)2

=

(
δmsys

m

)2

+

(
2
δTsys

T

)2

= (1%)2 + (0.5%)2

⇒ δksys = (1.4%) × kbest= 0.014 × (13.16N/m)= 0.18N/m
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Η ολική τυπική απόκλιση για την k µπορεί να ϐρεθεί από την εξ.23:

(δktot)
2 = (δkran)

2 + (δksys)
2 = (0.06)2 + (0.18)2 ⇒ δktot = 0.19N/m

Η τελική απάντηση είναι : k=kbest ± δktot= 13.16 ± 0.19 N/m = 13.2 ± 0.2 N/m.

0.4 Προσαρµογή καµπύλης σε πειραµατικά δεδοµένα µε τη µέθοδο
ελαχίστων τετραγώνων

Θεωρούµε N Ϲεύγη µετρήσεων (x1, y1),...,(xN , yN ) από δύο µεταβλητές x και y. Το πρόβληµα που
αντιµετωπίζουµε είναι να ϐρούµε τις ϐέλτιστες τιµές για τις παραµέτρους της καµπύλης προσαρµο-
γής των δεδοµένων από τη γραϕική παράσταση της y ως συνάρτηση της x. Υποθέτουµε ότι µόνον
οι µετρήσεις της y εµϕανίζουν υπολογίσιµα σϕάλµατα ενώ για την x είναι αµελητέα.

0.4.1 Ευθεία γραµµή: y = A+Bx

Αν η y ακολουθεί µια γραµµική σχέση: y = A+Bx, και αν όλες οι µετρήσεις της y έχουν τα ίδια
σϕάλµατα, τότε η ϐέλτιστη εκτίµηση των σταθερών A και B είναι :

A =

∑
x2i
∑

yi −
∑

xi
∑

xiyi
∆

(24)

και

B =
N
∑

xiyi −
∑

xi
∑

yi
∆

(25)

όπου ο παρονοµαστής ∆ είναι :

∆ = N
N∑
i=1

x2i −
(

N∑
i=1

xi

)2

(26)

Με ϐάση τα µετρηµένα σηµεία, η ϐέλτιστη εκτίµηση του σϕάλµατος στην µέτρηση της y είναι :

(σy)
2 =

1

N − 2

N∑
i=1

(yi −A−Bxi)
2 (27)

Τα σϕάλµατα των A και B είναι :

(σA)
2 = (σy)

2

∑
x2i
∆

(28)

και

(σB)
2 = (σy)

2N

∆
(29)
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0.4.2 Ευθεία γραµµή από την αρχή των αξόνων: y = Bx

Αν η y ακολουθεί µια γραµµική σχέση: y = Bx, και αν όλες οι µετρήσεις της y έχουν τα ίδια
σϕάλµατα, τότε η ϐέλτιστη εκτίµηση της σταθεράς B είναι :

B =

∑
xiyi∑
x2i

(30)

Με ϐάση τα µετρηµένα σηµεία, η ϐέλτιστη εκτίµηση του σϕάλµατος στην µέτρηση της y είναι :

(σy)
2 =

1

N − 1

N∑
i=1

(yi −Bxi)
2 (31)

Το σϕάλµα του B είναι :

(σB)
2 =

(σy)
2∑

x2i
(32)

0.4.3 Εκθετική συνάρτηση: y = AeBx

Αν η y ακολουθεί µια γραµµική σχέση: y=AeBx, τότε µπορεί να µετατραπεί σε µια γραµµική
έκϕραση:

y = AeBx ⇔ z = ln(y) = ln(A) +Bx (33)

Με αυτή τη µετατροπή µπορούµε να εϕαρµόσουµε την γραµµική µέθοδο προσαρµογής µε
ελάχιστα τετράγωνα (εξ.24, 25, 26) για τις µεταβλητές z και x. ΄Οµως, ακόµη και αν όλες οι
µετρήσεις της y έχουν τα ίδια σϕάλµατα τότε τα σϕάλµατα στις τιµές zi = ln(yi) δεν είναι ίδια για
κάθε zi. Σύµϕωνα µε τους κανόνες µετάδοσης σϕάλµατος (εξ.13) έχουµε q = z = ln(y):

σz =

∣∣∣∣dz(x)dx

∣∣∣∣σy =
σy
y

(34)

΄Ετσι αν τα σy είναι ίδια για όλες τις µετρήσεις, το σz µεταβάλλεται (το σz αυξάνει όσο το y
µειώνεται). Προϕανώς η µεταβλητή z = ln(y) δεν ικανοποιεί την απαίτηση για ίδια σϕάλµατα σε
κάθε µέτρηση.

Παρόλο που υπάρχει αυστηρή µέθοδος για αυτή την περίπτωση (ϐασίζεται σε weighted averages),
στην πράξη συχνά δεν µπορούµε να είµαστε σίγουροι ούτε ότι τα σϕάλµατα των yi είναι πράγµατι
σταθερά. Συνήθως τα σϕάλµατα παρουσιάζουν µικρή µεταβολή και κάνει µικρή διαϕορά ποια
µέθοδος χρησιµοποιείται. Σε κάθε περίπτωση, όταν τα σϕάλµατα δεν είναι γνωστά, η απευθείας
χρήση των εξισώσεων 24 εως 26 δίνει µια απλή και λογική (αν όχι την ϐέλτιστη) εκτίµηση των
σταθερών A και B στην εξ.33.

΄Ετσι, οι εξισώσεις 24, 25 και 26 (όχι όµως και οι εξ.27, 28, 29) µπορούν να χρησιµοποιούνται
για την προσαρµογή της καλύτερης ευθείας στην εξ.33.
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0.4.4 Γραµµική εξάρτηση από δύο µεταβλητές: z = A+Bx+ Cy

Αν έχουµε µια σειρά µετρήσεων (xi, yi, zi), i = 1, ..., N , όπου οι zi έχουν το ίδιο σϕάλµα ενώ οι xi
και yi έχουν αµελητέα σϕάλµατα, τότε άν η µεταβλητή z εξαρτάται γραµµικά από τις δύο άλλες x
και y: z = A+Bx+Cy, η ϐέλτιστη εκτίµηση των σταθερών συντελεστών A, B, C καθορίζεται από
την λύση του συστήµατος κανονικών εξισώσεων:

AN +B
N∑
i=1

xi + C
N∑
i=1

yi =
N∑
i=1

zi

A
N∑
i=1

xi +B
N∑
i=1

x2i + C
N∑
i=1

xiyi =
N∑
i=1

xizi

A
N∑
i=1

yi +B
N∑
i=1

xiyi + C
N∑
i=1

y2i =
N∑
i=1

yizi (35)

0.4.5 ∆ευτεροβάθµιο πολυώνυµο: y = A+Bx+ Cx2

Αν έχουµε µια σειρά µετρήσεων (xi, yi), i = 1, ..., N , όπου οι yi έχουν το ίδιο σϕάλµα ενώ οι
xi έχουν αµελητέα σϕάλµατα, και ισχύει ότι : y = A + Bx + Cx2 (π.χ. το ύψος ενός σώµατος
που πέϕτει εξαρτάται από το τετράγωνο του χρόνου: y = yo + υot − (1/2)gt2), τότε η ϐέλτιστη
εκτίµηση των σταθερών συντελεστών A, B, C καθορίζεται από την λύση του συστήµατος κανονικών
εξισώσεων:

AN +B
N∑
i=1

xi + C
N∑
i=1

x2i =
N∑
i=1

yi

A
N∑
i=1

xi +B
N∑
i=1

x2i + C
N∑
i=1

x3i =
N∑
i=1

xiyi

A
N∑
i=1

x2i +B
N∑
i=1

x3i + C
N∑
i=1

x4i =
N∑
i=1

x2i yi (36)

Η γενική περίπτωση ενός πολυωνύµου ανώτερης τάξης από n = 2 δεν εξετάζεται εδώ γιατί
τέτοιες µορϕές απαντώνται σπανιότερα στην φυσική.

0.4.6 Η µορϕή: y = Af(x) +Bg(x)

Αν η µεταβλητή y έχει την µορϕή: y = Af(x)+Bg(x) (π.χ. το στιγµιαίο πλάτος ενός ταλαντούµενου
ϐάρους σε ένα κάθετα αναρτηµένο ελατήριο : y = A cos(ωt)+B sin(ωt), µε x = ωt) τότε η ϐέλτιστη
εκτίµηση των σταθερών συντελεστών A, B καθορίζεται από την λύση του συστήµατος κανονικών
εξισώσεων:

A
N∑
i=1

[f(xi)]
2 +B

N∑
i=1

f(xi)g(xi) =
N∑
i=1

yif(xi)

A
N∑
i=1

f(xi)g(xi) +B
N∑
i=1

[g(xi)]
2 =

N∑
i=1

yig(xi) (37)
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0.5 Υπόδειγµα Αναϕοράς για Εργαστηριακή ΄Ασκηση

Παρουσιάζεται ο ενδεδειγµένος τρόπος συγγραϕής µιας αναϕοράς εργαστηριακών µετρήσεων.

0.5.1 Παράδειγµα µε ελάχιστα τετράγωνα

Τίτλος : Βαθµονόµηση ελατηρίου για µέτρηση µάζας (Ζυγός Ελατηρίου).

Ηµ/νία : ...

Ονόµατα συνεργατών : 1)..., 2)..., 3)....

ΣΚΟΠΟΣ ΤΗΣ ΑΣΚΗΣΗΣ

Η κατασκευή ενός Ϲυγού ελατηρίου απαιτεί την ϐαθµονόµηση µιας κλίµακας για την µέτρηση
µαζών από την επιµήκυνση του ελατηρίου. Για αυτό το σκοπό αναρτούµε το ένα άκρο του ελατη-
ϱίου από ένα άκαµπτο στήριγµα, κρεµούµε ένα δίσκο Ϲυγού στο άλλο άκρο, και τοποθετούµε ένα
µέτρο στα πλάγια της κατασκευής για να µετρούµε την επιµήκυνση του ελατηρίου. Για να µπορεί
να χρησιµοποιηθεί ώς Ϲυγός πρέπει να ϐρούµε την συσχέτιση µεταξύ της µάζας στο δίσκο και της
επιµήκυνσης του ελατηρίου.

ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ

Για την ϐαθµονόµηση παίρνουµε πέντε µάζες (N = 5) των mi=2 kg, i = 1, ..., 5 και τις προσθέ-
τουµε µια-µια, καταγράϕοντας το αντίστοιχο µήκος του ελατηρίου ℓi από το σηµείο αναρτήσεως στο
άκαµπτο στήριγµα έως το άλλο άκρο του. Οι µετρήσεις παρουσιάζονται στις πρώτες τρείς στήλες
του Πίνακα.

Πίνακας 3: Μάζες mi (σε kg) και επιµηκύνσεις ℓi (σε cm) για τον Ϲυγό ελατήριο.

Αριθµός δοκιµής i x = mi y = ℓi m2
i miℓi

1 2 42.0 4 84
2 4 48.0 16 194
3 6 51.3 36 308
4 8 56.3 64 450
5 10 58.6 100 586

N=5
∑

mi=30
∑

ℓi=256.6
∑

m2
i =220

∑
miℓi=1,622
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Σχήµα 1: Γραϕική παράσταση των δεδοµένων από τον πίνακα µετρήσεων και της ευθείας που
προκύπτει από την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.

ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΜΕΤΡΗΣΕΩΝ

Υποθέτοντας ότι το ελατήριο ικανοποιεί τον νόµο του Hook, mg = kℓ, τότε :

ℓ = ℓo + (
g

k
)m ⇔ ℓ = A+Bm ⇔ y = A+Bx, όπου xi ↔ mi, yi ↔ ℓi

όπου ℓo = A είναι το µήκος του ελατηρίου δίχως ϐάρος και ∆ℓ=ℓ-ℓo είναι η αντίστοιχη επι-
µήκυνση. Το µήκος ℓ είναι η εξαρτηµένη µεταβλητή y και η µάζα m η ανεξάρτητη µεταβλητή x.
Η ϐαθµονόµηση του Ϲυγού επιτυγχάνεται από τον προσδιορισµό των σταθερών A και B = g/k
µε την µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων (εξ.24, 25, 26). Ο προσδιορισµός των A και B απαιτεί τον
υπολογισµό των αθροισµάτων:

∑
mi,

∑
ℓi,
∑

m2
i , και

∑
miℓi. Για αυτό το σκοπό υπολογίζουµε

τις ποσότητες m2
i και miℓi στις δύο τελευταίες στήλες του πίνακα µετρήσεων και τα αντίστοιχα

αποτελέσµατα παρουσιάζονται στην τελευταία γραµµή της κάθε στήλης.

Τώρα ο υπολογισµός των σταθερών A και B µπορεί να γίνει απευθείας. Σύµϕωνα µε την εξ.26
ο παρονοµαστής ∆ είναι :

∆ = N
N∑
i=1

m2
i −

(
N∑
i=1

mi

)2

= 5× 220− 302 = 200

Το σηµείο τοµής A της ευθείας µε τον κάθετο άξονα y δίνεται από την εξ.24:

A =

∑
m2

i

∑
ℓi −

∑
mi
∑

miℓi
∆

=
220× 256.6− 30× 1622

200
= 39.0 cm
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Τέλος, από την εξ.25 ϐρίσκουµε την κλίση B:

B =
N
∑

miℓi −
∑

mi
∑

ℓi
∆

=
5× 1622− 30× 256.6

200
= 2.06 cm/kg

Η γραϕική παράσταση των πειραµατικών δεδοµένων και της υπολογισµένης ευθείας από τις
τιµές των A και B δίνεται στο σχήµα.1.

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΣΦΑΛΜΑΤΩΝ

Με ϐάση τα µετρηµένα σηµεία, η ϐέλτιστη εκτίµηση του σϕάλµατος στην µέτρηση της y = ℓ
είναι (εξ.27):

(σℓ)
2 =

1

N − 2

N∑
i=1

(ℓi −A−Bmi)
2 =

1

5− 2
(1.2544 + 1.3456 + 0.0036 + 0.6724 + 1) = 1.4253

⇒ σℓ = ±1.1939 cm = ±1.2 cm.

Αυτό το σϕάλµα σηµειώνεται σε κάθε σηµείο του σχήµατος-1 µε µικρά ευθύγραµµα τµήµατα
(error bars) παράλληλα ως πρός τον άξονα-y που έχουν µήκος : σℓ = 1.2 cm, εκατέρωθεν κάθε
σηµείου.

Τα σϕάλµατα των A και B είναι (εξ.28 και 29):

(σA)
2 = (σℓ)

2

∑
m2

i

∆
= (1.2)2

220

200
= 1.584 ⇒ σA = ±1.2586 cm = ±1.3 cm

και

(σB)
2 = (σℓ)

2N

∆
= (1.2)2

5

200
= 0.036 ⇒ σB = ±0.1897 cm/kg = ±0.19 cm/kg

για το σB τα δεκαδικά ψηϕία καθορίζονται από το γεγονός ότι B= 2.06 cm/kg

ΤΕΛΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ

Τα τελικά αποτελέσµατα των µετρήσεων γράϕονται µαζί µε τα σϕάλµατα και περιέχουν την
τελική στρογγυλοποίηση των σηµαντικών ψηϕίων. ΄Ετσι,

1) A = 39.0± 1.3 cm = 39± 1 cm.

2) B = 2.06± 0.19 cm/kg = 2.1± 0.2 cm/kg.
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ

Η ϐαθµονόµηση του ελατηρίου µε την µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων έδωσε την εξίσωση ϐαθ-
µονόµησης (calibration line) σύµϕωνα µε την οποία το συγκεκριµένο ελατήριο µπορεί να λειτουρ-
γήσει ώς Ϲυγός. Η εξίσωση ϐαθµονόµησης είναι :

ℓ = ℓo +
g

k
m = (39± 1) + (2.1± 0.2)m

Σύµϕωνα µε αυτή την εξίσωση, αν µια µάζα m αντιστοιχεί σε µήκος ελατηρίου ℓ=53.2 cm τότε
ο Ϲυγός µας δίνει :

m =
ℓ−A

B
=

(53.2− 39) cm

2.1 cm/kg
= 6.7619 kg = 6.8 kg

Το γεγονός ότι προκύπτουν δύο σηµαντικά ψηϕία στον προσδιορισµό της µάζας συνεπάγεται,
σύµϕωνα µε τον Πίνακα-1 (σελ.5), ότι το σχετικό σϕάλµα της (που είναι το σϕάλµα του Ϲυγού) είναι
µεταξύ 1% και 10% ή χονδρικά περίπου 5%.

ΑΝΑΦΟΡΕΣ

Για την συγγραϕή αυτής της αναϕοράς χρησιµοποιήθηκαν εξισώσεις από τις παρακάτω ανα-
φορές :

1) Χ. Χρηστίδης, Ανάλυση Πειραµατικών Σϕαλµάτων στη Φυσική, σελίδες 4, 5 και 14, σηµειώ-
σεις από την ηλεκτρονική διεύθυνση στο διαδίκτιο : www.des.upatras.gr, Τοµέας Φυσικής.

2) J. R. Taylor, An Introduction to Error Analysis, 2nd edition, (University Science Books,
Sausalito (CA), 1997), σελίδες 184 έως 186.

ΤΕΛΟΣ ΑΝΑΦΟΡΑΣ
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0.6 Μαθηµατικό Συµπλήρωµα

0.6.1 Μερικές Παράγωγοι

΄Εστω η πραγµατική συνάρτηση q(x, y, ..., z) πολλών µεταβλητών x, y, ..., z διαθέτει µερικές παρα-
γώγους ως προς αυτές τις µεταβλητές. Για να ϐρούµε την µερική παράγωγο ∂q/∂x κρατάµε τις
άλλες παραµέτρους y, ..., z σταθερές και παραγωγίζουµε µόνο ως προς x.

Παράδειγµα: Αν η q(x, y) = x2y + y3 τότε η

∂q

∂x
=

d(x2y + y3)

dx
= 2xy

Για να ϐρούµε την ∂q/∂y κρατάµε το x σταθερό και παραγωγίζουµε µόνο ως προς y

∂q

∂y
=

d(x2y + y3)

dy
= x2 + 3y2

0.6.2 Πολλαπλές Μερικές Παράγωγοι

΄Εστω ότι οι µερικές παράγωγοι ∂q/∂x, ∂q/∂y, και ∂q/∂z της πραγµατικής συνάρτησης q(x, y, z)
υπάρχουν και είναι συνεχείς. Αν αυτές οι παράγωγοι µε τη σειρά τους έχουν συνεχείς µερικές
παραγώγους τότε λέµε ότι η q(x, y, z) είναι δύο φορές συνεχώς παραγωγίσιµη ή ότι η q(x, y, z)
έχει συνεχείς πολλαπλές µερικές παραγώγους δευτέρας τάξεως. ∆ίνουµε µερικά παραδείγµατα
για τον τρόπο που γράϕουµε αυτές τις µερικές παραγώγους ανώτερης τάξεως όταν η q(x, y) είναι
συνάρτηση µόνον των x και y:

∂2q

∂x2
=

∂

∂x

(
∂q

∂x

)
,
∂2q

∂y2
=

∂

∂y

(
∂q

∂y

)
,
∂2q

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂q

∂y

)
,
∂2q

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂q

∂x

)
Οι ∂2q/∂x∂y και ∂2q/∂y∂x λέγονται µεικτές µερικές παράγωγοι δευτέρας τάξεως και είναι ίσες

µεταξύ τους :

∂2q

∂x∂y
=

∂2q

∂y∂x

Παράδειγµα: Βρείτε όλες τις µερικές παραγώγους δευτέρας τάξεως της q(x, y) = xy+(x+2y)2.

∂q

∂x
= y + 2(x+ 2y),

∂q

∂y
= x+ 4(x+ 2y)

∂2q

∂x2
= 2,

∂2q

∂y2
= 8,

∂2q

∂x∂y
= 5,

∂2q

∂y∂x
= 5

0.6.3 Βιβλιογραϕία

∆ιανυσµατικός Λογισµός, J.Marsden-A.Tromba, Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης, Απόδοση στα
Ελληνικά από τον Α. Γιαννόπουλο, παράγραϕοι 2.3 και 2.6.
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Αντί Επιλόγου

...Για αυτό και εγώ ονοµάζω όλες αυτές τις υποτιθέµενες επιστήµες, επιστήµες λα-
τρείας του φορτίου, γιατί ακολουθούν όλες τις διαδικασίες και τις µορϕές επιστηµο-
νικής έρευνας, αλλά χάνουν κάτι ουσιαστικό. Τώρα επιβάλλεται, ϐέβαια, να σας πώ τι
χάνουν.

... υπάρχει πάντα ένα χαρακτηριστικό που απουσιάζει στις επιστήµες λατρείας του
φορτίου. Αυτό είναι κάτι που ελπίζω να µάθετε κατά την διάρκεια των σπουδών σας -
κάτι που δέν λέµε ξεκάθαρα τι είναι αλλά ϑα προσπαθήσω να σας διευκρινίσω. Είναι
ένα είδος ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΗΣ ΑΚΕΡΑΙΟΤΗΤΑΣ, µια αρχή επιστηµονικής σκέψης που αν-
τιστοιχεί σε απόλυτη εντιµότητα. Αν κάνεις ένα πείραµα, πρέπει να αναϕερθείς και στο
καθετί που µπορεί να δείξει ότι το αποτέλεσµα δεν ισχύει - όχι µόνο σε ότι πιστεύεις ότι το
αποδεικνύει. Πρέπει να ελέγξεις τις αιτίες που είναι δυνατό να εξηγούν τα αποτελέσµατά
σου. Πρέπει να αναϕερθείς σε πράγµατα που πέρασαν από τη σκέψη σου, αλλά που τα
έχεις αποκλείσει σε κάποια άλλα πειράµατα. Θα πρέπει ακόµη να καταγράψεις την κάθε
λεπτοµέρεια σχετικά µε τα πειράµατα, ώστε αυτός που ϑα ασχοληθεί να είναι σίγουρος
ότι έχουν αποκλειστεί.

... και υπάρχει άνθρωπος που λέει ότι είναι άσχετη απαίτηση να επαναληϕθεί έ-
να πείραµα. Είναι αυτό ΕΠΙΣΤΗΜΗ; ... Αυτός ο άνθρωπος µίλησε... και τι πρότεινε
νοµίζετε; Πρίν εκπαιδευτεί κάποιος, να ερευνάται εάν έχει ικανότητα να ϐγάλει πολ-
λά αποτελέσµατα και όχι να σπαταλάται χρόνος σε φιλόδοξους φοιτητές που δείχνουν
µεν ενδιαϕέρον αλλά ϐγάζουν µόνο τυχαία αποτελέσµατα. Είναι πολύ επικίνδυνο να
ακολουθείς τέτοια τακτική στη διδασκαλία - να διδάσκεις τους φοιτητές πως να ϐγά-
Ϲουν συγκεκριµένα αποτελέσµατα και όχι πως να κάνουν πειράµατα µε επιστηµονική
εντιµότητα.

Για αυτό µια ευχή κάνω για σας : να έχετε την καλή τύχη όπου ϐρεθείτε να είστε ελεύ-
ϑεροι να διατηρείτε το είδος της ακεραιότητας που έχω περιγράψει και να µην πιεστείτε,
από ανάγκη να διατηρήσετε τη ϑέση σας ή από οικονοµική ανάγκη, να προδώσετε αυτή
την ακεραιότητα. Μακάρι να έχετε πάντα αυτή την ελευθερία.

Richard Feynman
από το ϐιβλίο του: Σίγουρα ϑα αστειεύεστε, κύριε Feynman!
Εκδόσεις Τροχαλία


