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0.1 Oi PÔrgoi tou Anìi 1Oi shmei¸sei bas�zontai sto [1℄.
Oi anadromikèc exisÿseic emfanÐzontai polÔ suqnĹ se problămata anadromăc. Pio sug-

kekrimèna, autèc oi exisÿseic emfanÐzontai se algìrijmouc pou emperièqoun kĹpoia anadro-
mikă diadikasÐa. Se aută th diĹlexh ja doÔme trìpouc na kataskeuĹzoume mÐa anadromikă
exÐswsh gia thn epÐlush enìc problămatoc kajÿc kai trìpouc na brÐskoume kleistoÔc tÔ-
pouc gia autèc. ’Opwc ja doÔme upĹrqei megĹlh sqèsh me thn eÔresh kleistÿn tÔpwn gia
ajroÐsmata.0.1 Oi PÔrgoi tou Anìi
Sto prìblhma twn pÔrgwn tou Anìi, upĹrqoun treic stÔloi kai 7 dÐskoi diaforetikoÔ
megèjouc o kajènac. KĹje dÐskoc èqei mÐa trÔpa sth mèsh tou ètsi ÿste na mpaÐnei ston
stÔlo. Sthn arqă kai oi eptĹ dÐskoi brÐskontai ston stÔlo 1 ìpwc faÐnetai kai sto Sqăma 1.
Oi dÐskoi taktopoioÔntai katĹ mègejoc ètsi ÿste o mikrìteroc na eÐnai sthn korufă kai o
megalÔteroc sth bĹsh. O stìqoc tou paiqnidioÔ eÐnai na metakinăsete ìlouc touc dÐskouc
ston stÔlo 3 qrhsimopoiÿntac kai ton stÔlo 2 me ton periorismì oi mikrìteroi dÐskoi na
eÐnai pĹnta pĹnw apì megalÔterouc dÐskouc.
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 2Sq ma 1: Oi pÔrgoi tou Anìi.

ArqikĹ h mình kÐnhsh pou mporeÐ na gÐnei eÐnai h metakÐnhsh tou mikrìterou dÐskou
se Ĺllon stÔlo. ’Epeita ènac dÐskoc den mporeÐ potè na eÐnai pĹnw se mikrìtero kai Ĺra
ton metakinoÔme ston enapomeÐnanta stÔlo. To prìblhma autì anakalÔfjhke to 1883
apì to GĹllo majhmatikì Edouard Lucas. To paiqnÐdi autì to sunìdeuse kai apì èna
mÔjo lègontac ìti 64 qrusoÐ dÐskoi brÐskontan se èna stÔlo kai oi monaqoÐ prospajoÔsan
na touc metafèroun se ènan Ĺllo stÔlo me touc sugkekrimènouc kanìnec (ènac dÐskoc
metakineÐtai kĹje forĹ kai mpaÐnoun se seirĹ megèjouc). ’Otan ja to katĹfernan tìte h
gh ja katastrèfontan. H erÿthsh eÐnai se pìso qrìno oi monaqoÐ ja katorjÿsoun na
metakinăsoun touc dÐskouc?0.1.1 LÔsh twn PÔrgwn tou Anìi
Gia na broÔme th strathgikă pou ja mac odhgăsei sth lÔsh tou paiqnidioÔ ac skeftoÔme
ti ja kĹname sthn perÐptwsh 3 dÐskwn. Ja metakinăsoume touc dÔo mikrìterouc dÐskouc
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ston endiĹmeso stÔlo kai èpeita ja metakinăsoume ton megalÔtero sthn telikă tou jèsh.
’Epeita ja kĹnoume to Ðdio me touc enapomeÐnantec dÐskouc. Autì mac dÐnei mÐa idèa gia to
ti ja prèpei na kĹnoume an èqoume n dÐskouc. ’Estw ìti T (n) eÐnai o arijmìc bhmĹtwn pou
qreiĹzetai na ektelèsoume gia na kĹnoume th metaforĹ n dÐskwn. Tìte, metafèroume touc
n−1 dÐskouc ston endiĹmeso stÔlo se T (n−1) bămata, èpeita metafèroume ton megalÔtero
sthn telikă tou jèsh se 1 băma kai tèloc metafèroume touc n−1 dÐskouc ston trÐto stÔlo
se T (n−1) bămata. ’Ara paÐrnoume thn exăc anadromikă exÐswsh pou perigrĹfei ton arijmì
twn bhmĹtwn:

T (n) = 2T (n− 1) + 1

Prosoqă ìti to epiqeÐrhma gia thn isìthta den eÐnai oloklhrwmèno afoÔ parapĹnw
deÐxame ìti T (n) ≤ 2T (n− 1) + 1. Ja prèpei na deÐxoume ìti T (n) ≥ 2T (n− 1) + 1 ÿste
na isqÔei h isìthta ([3]).
Epiplèon ja prèpei na dÿsoume arqikèc sunjăkec sthn anadromă. Dhladă ti gÐnetai

ìtan T (0). Profanÿc ìtan den èqoume dÐskouc tìte o arijmìc twn kinăsewn eÐnai 0, Ĺra
T (0) = 0. ’Ara sunolikĹ paÐrnoume:

T (0) = 0

T (n) = 2T (n− 1) + 1

kai autèc oi dÔo isìthtec kaloÔntai anadromik  sqèsh.Gia na broÔme èna kleistì tÔpo gia to T (n) ja prèpei na xetulÐxoume thn anadromă.
Sugkekrimèna:

T (n) = 2(2T (n− 2) + 1) + 1 = 22T (n− 2) + 1 + 2 ⇒
T (n) = 22(2T (n− 3) + 1) + 1 + 2 = 23T (n− 4) + 1 + 2 + 22 ⇒

. . .⇒

T (n) = 2nT (0) +

n−1
∑

i=0

2i = 0 + 2n − 1⇒

T (n) = 2n − 1

’Ara o arijmìc twn bhmĹtwn pou prèpei na kĹnoume eÐnai ekjetikĹ megĹloc. Dhladă gia
64 dÐskouc ja prèpei na kĹnoun oi monaqoÐ 264 kinăseic. Epomènwc upĹrqei arketìc qrìnoc
mèqri na katastrafeÐ h gh.0.2 Mèjodoi Ep�lush Anadromik¸n Sqèsewn
Se aută thn enìthta ja suzhtăsoume kĹpoiec mejìdouc gia epÐlush anadromikÿn sqèsewn.
Oi mèjodoi autèc mporoÔn eÐte na dÿsoun akribă lÔsh ă na dÿsoun èna pĹnw ă kĹtw frĹgma.
Se perÐptwsh pou anazhtĹme frĹgmata emeÐc ja asqolhjoÔme mìno me pĹnw frĹgmata afoÔ
ta kĹtw parĹgontai me antÐstoiqo trìpo.



0.2 Mèjodoi Ep�lush Anadromik¸n Sqèsewn 30.2.1 Mèjodo Antikat�stash (Prìbleyh kai Apìdeixh me Epagwg )
H mèjodoc antikatĹstashc ă swstăc prìbleyhc sunÐstatai sthn prìbleyh thc lÔshc thc
anadromăc, thn opoÐa epalhjeÔoume (apodeiknÔoume) sth sunèqeia me thn mèjodo thc majh-
matikăc epagwgăc. H mèjodoc aută dÐnei polÔ kalĹ apotelèsmata, allĹ profanÿc mporeÐ na
efarmosjeÐ mìno stic periptÿseic pou h prìbleyh eÐnai eÔkolh. AkoloujeÐ èna parĹdeigma
efarmogăc thc mejìdou:Par�deigma 1 Na bre�te �nw fr�gma gia thn T (n) = 2T (n/2) + nApìdeixh. Problèpoume ìti T (n) = O(nlogn). Efarmogă thc mejìdou shmaÐnei na a-
podeÐxoume ìti T (n) ≤ cnlogn gia kĹpoia stajerĹ c > 0. H apìdeixh ja gÐnei me qrăsh
majhmatikăc epagwgăc sto n. Upojètoume (epagwgikă upìjesh) ìti h prìbleyă mac isqÔei
gia kĹje timă mikrìterh tou n, Ĺra T (n/2) ≤ c(n/2) log(n/2), kai ja thn apodeÐxoume gia
thn timă n. Antikajistÿntac aută thn teleutaÐa sqèsh sthn anadromă mac, paÐrnoume

T (n) = 2T (n/2) + n ≤ 2c(n/2) log(n/2) + n = cn log(n/2) + n =

cn log n− cn + n ≤ cn log n

ìpou h teleutaÐa anisìthta isqÔei gia opoiadăpote c ≥ 1. H akribăc stajerĹ ja prosdiori-
sjeÐ apì tic arqikèc sunjăkec tic opoÐec h majhmatikă epagwgă prèpei na ikanopoieÐ, dhl.
to c prèpei na epileqjeÐ ètsi ÿste h anisìthta T (n) ≤ cn log n na isqÔei kai gia tic arqikèc
sunjăkec (to basikì băma thc epagwgăc). Autì mporeÐ na odhgăsei se problămata an den
eÐmaste prosektikoÐ. An p.q. epilèxoume wc arqikă sunjăkh T (1) = 1, tìte den upĹrqei c
pou na ikanopoieÐ thn 1 = T (1) ≤ c1 log 1 = 0.
Tètoia problămata mporoÔme na ta xeperĹsoume eÔkola, eÐte me to na jèsoume thn

timă thc T (1) Ðsh me mia katĹllhlh stajerĹ pou den exartĹtai apì ton kleistì tÔpo thc
T (n), eÐte me to na apomakrÔnoume thn arqikă sunjăkh pou dhmiourgeÐ to prìblhma kai na
jewrăsoume Ĺllec mikrèc timèc tou n, p.q. n = 2; 3, pou mac boleÔoun kalÔtera. Autì
eÐnai kai sÔmfwno me ton asumptwtikì sumbolismì, o opoÐoc mac upagoreÔei na apodeÐxoume
ìti T (n) ≤ cn log n gia ìla ta n ≥ n0, ìpou n0 eÐnai mia stajerĹ. Apì thn anadromă
prokÔptei ìti T (2) = 2T (1) + 2 = 4, kai epomènwc prèpei na dialèxoume c tètoia ÿste
4 = T (2) ≤ c2 log 2. ’Ara, opoiadăpote c ≥ 2 eÐnai arketă gia thn perÐptwsă mac.

Se ìlec tic anadromikèc sqèseic pou ja exetĹsoume, eÐnai sqedìn profanèc to pwc
mporoÔn na epektajoÔn oi arqikèc sunjăkec ètsi ÿste oi kleistoÐ tÔpoi twn anadromÿn
na isqÔoun kai gia mikrèc timèc tou n. Gia to lìgo autì den ja asqolhjoÔme me arqikèc
sunjăkec sth sunèqeia.
UpĹrqoun dÔo eidÿn duskolÐec (pou mporeÐ na odhgăsoun se lĹjh) sthn efarmogă thc

mejìdou thc antikatĹstashc. Kai oi dÔo èqoun na kĹnoun me th qrăsh tou asumptwtikoÔ
sumbolismoÔ O.
H prÿth duskolÐa proèrqetai apì thn kajeaută lanjasmènh qrăsh tou asumptwtikoÔ

sumbolismoÔ sthn apìdeixh me epagwgă. Sto parĹdeigma me thn T (n) = 2T (n/2) + n
mporoÔme lanjasmèna na apodeÐxoume ìti T (n) = O(n), problèpontac ìti T (n) ≤ cn kai
grĹfontac
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T (n) = 2T (n/2) + n ≤ 2c(n/2) + n =

cn + n = O(n)← LAJOS!

epeidă c eÐnai mia stajerĹ. To lĹjoc edÿ ègkeitai sto gegonìc ìti den apodeiknÔoume ton
akribă tÔpo thc anadromăc.
H deÔterh duskolÐa ègkeitai sto ìti enÿ problèpoume swstĹ to asumptwtikì ìrio,

ta majhmatikĹ den douleÔoun wc proc tic stajerèc. ’Estw gia parĹdeigma h anadromă
T (n) = 2T (n/2) + 1 gia thn opoÐa problèpoume ìti T (n) = O(n), dhl. jèloume na
apodeÐxoume ìti T (n) ≤ cn, gia kĹpoia c > 0. Efarmìzoume th mèjodo ìpwc kai prin kai
èqoume

T (n) = 2T (n/2) + 1 ≤ 2c(n/2) + 1 = cn + 1

to opoÐo shmaÐnei ìti den upĹrqei stajerĹ c gia thn opoÐa T (n) ≤ cn.
Se mia tètoia perÐptwsh, h prÿth antÐdrash eÐnai na dokimĹsoume na frĹxoume thn T (n)

me èna poluÿnumo megalÔterhc dÔnamhc, p.q. O(n log n) ă O(n2). AllĹ sthn pragmati-
kìthta h prìbleyă mac ìti T (n) = O(n) eÐnai swstă. Diafèrei mìno katĹ th stajerĹ 1,
dhl. ènan ìro mikrìterhc dÔnamhc (1 = n0). To prìblhma dhmiourgeÐtai diìti qreiazìma-
ste mia isqurìterh epagwgikă upìjesh. Se autèc tic periptÿseic, mporoÔme sunăjwc na
xeperĹsoume èna tètoio prìblhma me thn afaÐresh enìc ìrou mikrìterhc dÔnamhc apì thn
prohgoÔmenh prìbleyă mac. H nèa prìbleyh gÐnetai tÿra T (n) ≤ cn− b, ìpou b > 0 eÐnai
mia Ĺllh stajerĹ. H nèa prìbleyh dÐnei tÿra

T (n) = 2T (n/2) + 1 ≤ 2(c(n/2)− b) + 1 = cn− 2b + 1 ≤ cn− b

ìpou h teleutaÐa anisìthta isqÔei gia opoiadăpote b ≥ 1.0.2.2 Mèjodo Dèndrou Anadrom¸n
H mèjodoc tou dèndrou anadromÿn sunÐstatai sthn anĹlush thc anadromăc se dendrikă
morfă, h opoÐa mac epitrèpei na kĹnoume mia kală prìbleyh gia th lÔsh thc anadromăc.
Sthn ousÐa eÐnai h epanalhptikă mèjodoc (xetÔligma) me grafikì trìpo. H orjìthta thc
prìbleyăc mac mporeÐ na epalhjeujeÐ me thn mèjodo thc antikatĹstashc. Se èna dèndro
anadromÿn kĹje korufă antiproswpeÔei to kìstoc enìc upoproblămatoc pou anăkei sto
sÔnolo twn anadromikÿn klăsewn thc sunĹrthshc thc anadromăc. Gia na broÔme thn
epijumhtă prìbleyh, ajroÐzoume prÿta ta kìsth twn korufÿn pou anăkoun sto Ðdio epÐpedo
kai sth sunèqeia ajroÐzoume ta kìsth ìlwn twn epipèdwn.
Sth genikă perÐptwsh, èqoume mia anadromă thc morfăc

T (n) = T (n1) + T (n2) + · · ·+ T (nk) + f(n)

ìpou ni, 1 ≤ i ≤ k, eÐnai to mègejoc tou upoproblămatoc pou ja epilujeÐ anadromikĹ
kai k ≥ 1 eÐnai o arijmìc autÿn twn upoproblhmĹtwn. To dèndro anadromÿn sqhmatÐzetai
stadiakĹ. Sthn arqă upĹrqei mìno mÐa korufă (rÐza) pou antiproswpeÔei thn T (n), dhl.
to aristerì mèloc thc anadromăc. Sto epìmeno băma, h korufă aută "antikajÐstataifl apì
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èna isodÔnamo dèndro to opoÐo antiproswpeÔei to dexiì mèloc thc anadromăc. To dèndro
autì èqei rÐza thn f(n) kai paidiĹ tic anadromikèc klăseic T (n1), T (n2), . . . , T (nk). Sth
sunèqeia, to Ðdio băma epanalambĹnetai gia kĹje mÐa korufă pou antiproswpeÔei mia a-
nadromikă klăsh. Dhladă, h korufă pou antiproswpeÔei ton ìro T (ni) "antikajÐstataifl
me èna dèndro pou antiproswpeÔei to dexiì mèloc thc anadromăc sthn opoÐa analÔetai h
T (ni), kai to opoÐo apoteleÐ èna upodèndro tou telikoÔ dèndrou anadromÿn. ’Estw ìti
T (ni) = T (n1

i ) + T (n2
i ) + · · · + T (nj

i ) + f(ni), gia kĹpoio j ≥ 1. Tìte to (upo)dèndro
pou "antikajistĹfl ton ìro T (ni) èqei rÐza ton ìro f(ni) kai paidiĹ tic anadromikèc klăseic
T (n1

i ), T (n2
i ), . . . , T (nj

i ). H parapĹnw diadikasÐa epanalambĹnetai mèqric ìtou ìlec oi koru-
fèc antiproswpeÔoun eÐte kĹpoio gnwstì kìstoc thc sunĹrthshc f , eÐte kĹpoia anadromikă
klăsh se kĹpoio upoprìblhma polÔ mikroÔ megèjouc (p.q. n = 1) gia to opoÐo gnwrÐzoume
to kìstoc epÐlusăc tou.
H kataskeuă tou dèndrou anadromÿn ja gÐnei perissìtero katanohtă me th boăjeia tou

parakĹtw paradeÐgmatoc.Par�deigma 2 Na epiluje� h anadromik  sqèsh T (n) = 3T (n/4) + n.Apìdeixh. Sto Sqăma 2 faÐnontai ta prÿta tèssera stĹdia anĹptuxhc tou dèndrou ana-
dromÿn. To Sqăma 2(a) deÐqnei thn T (n), h opoÐa analÔetai sto Sqăma 2(a)(b) se èna
isodÔnamo dèndro pou antiproswpeÔei thn anadromă. O ìroc n sthn rÐza tou dèndrou an-
tiproswpeÔei to kìstoc sto prÿto epÐpedo thc anadromăc (epÐpedo 0), enÿ ta trÐa paidiĹ
tou antiproswpeÔoun to kìstoc twn upoproblhmĹtwn megèjouc n = 4. Oi treic autèc
korufèc eÐnai ousiastikĹ rÐzec twn upodèndrwn pou sqetÐzontai me ta trÐa upoproblămata
kai mporoÔn na analujoÔn me ton Ðdio akribÿc trìpo. H anĹlusă touc mac dÐnei to dèndro
tou Sqămatoc 2(g). Tèloc, to Sqăma 2(d) antiproswpeÔei to plărec dèndro anadromÿn
gia thn sugkekrimènh anadromă mazÐ me ta kìsth epipèdwn kai to sunolikì kìstoc.
Ta fÔlla (korufèc teleutaÐou epipèdou) antiproswpeÔoun thn arqikă sunjăkh, dhl.

th gnÿsh thc lÔshc gia kĹpoia stajeră timă tou megèjouc tou upoproblămatoc (sunăjwc
gia n = 1) kai sto opoÐo mègejoc ja ftĹsoume kĹpoia stigmă, afoÔ h anĹptuxh thc
anadromăc odhgeÐ se suneqÿc mikrìtera upoproblămata. Poio eÐnai ìmwc to bĹjoc thc
anĹptuxhc thc anadromăc, dhl. to bĹjoc tou dèndrou; Apì to Sqăma 2, eÐnai eÔkolo na
doÔme ìti to mègejoc tou upoproblămatoc sto epÐpedo i eÐnai n/4i. Epomènwc to mègejoc
tou upoproblămatoc gÐnetai 1 ìtan n/4i = 1, dhl. ìtan i = log4 n.
Gia na upologÐsoume to kìstoc se kĹje epÐpedo tou dèndrou, parathroÔme ìti kĹje

epÐpedo èqei 3 forèc perissìterec korufèc apì to prohgoÔmenì tou. Epomènwc, o arijmìc
twn korufÿn sto epÐpedo i eÐnai 3i (jumhjeÐte ìti gia thn rÐza i = 0). AfoÔ kĹje korufă
sto epÐpedo i èqei kìstoc n/4i, to sunolikì kìstoc tou epipèdou i eÐnai (3/4)in. To
teleutaÐo epÐpedo èqei 3log4 n = nlog4 3 korufèc, kĹje mÐa apì tic opoÐec èqei kìstoc T (1) =
O(1). ’Ara, to sunolikì kìstoc ìlwn twn epipèdwn eÐnai

T (n) = nlog4 3T (1) +

log4 n−1
∑

i=0

(3/4)in⇒
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n

T(n/4) T(n/4) T(n/4)
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�
) (

�
)

(
�
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n/4 n/4 n/4

n/16 n/16 n/16

(�)
n/16 n/16 n/16 n/16 n/16 n/16

T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1)

log4n

n

(¾)n

(¾)
2
n

T(1)n
(log3)/2

Sq ma 2: Dèntro Anadrom¸n th Sqèsh T (n) = 3T (n/4) + n.
T (n) = T (1)nlog4 3 + n

log4 n−1
∑

i=0

(3/4)i ⇒

T (n) = T (1)nlog4 3 + n
1− (3/4)log4 n

1− 3/4
⇒

T (n) = T (1)nlog4 3 + 4n(1− (3/4)log4 n)⇒
T (n) = O(n)

Qrhsimopoiÿntac epagwgă, mporoÔme na epalhjeÔsoume an h parapĹnw prìbleyh eÐnai
pragmatikĹ swstă. Jèloume na deÐxoume dhladă (an jewrăsoume ìti lÔsh eÐnai h asumptw-
tikă ektÐmhsh) ìti T (n) ≤ dn, gia kĹpoia stajerĹ d > 0. PrĹgmati:

T (n) = 3T (n/4) + n ≤ 3d(n/4) + n = n(1 + 3d/4) ≤ dn

ìpou h teleutaÐa anisìthta isqÔei an kai mìno an 1 + 3d/4 ≤ d, dhl. an kai mìno an
d ≥ 4.
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H mèjodoc aută sunÐstatai ston metasqhmatismì miac anadromikăc sqèshc se mian Ĺllh
aploÔsterh mèsw allagăc twn metablhtÿn. To akìloujo parĹdeigma deÐqnei pwc epitug-
qĹnetai autì:Par�deigma 3 Jèloume na lÔsoume thn anadromik  T (n) = 2T (

√
n) + log nApìdeixh. An jèsoume m = log n (pou sunepĹgetai ìti n = 2m kai
√

n = 2m/2), tìte
paÐrnoume

T (2m) = 2T (2m/2) + m

kai jètontac S(m) = T (2m) èqoume thn anadromă

S(m) = 2S(m/2) + m

thn opoÐa gnwrÐzoume ădh pwc na epilÔsoume: S(m) = O(m log m). Epomènwc, T (n) =
T (2m) = S(m) = O(m log m) = O(logn log log n).0.2.4 Epanalhptik  Mèjodo
H epanalhptikă mèjodoc sunÐstatai sthn anĹlush thc anadromăc me qrăsh epanalăyewn
kai èkfrasă thc san Ĺjroisma ìrwn kai arqikÿn sunjhkÿn. Sthn prohgoÔmenh enìthta
deÐxame pwc gÐnetai autì upologÐzontac ton arijmì kinăsewn gia touc pÔrgouc tou Anìi.
To epìmeno parĹdeigma deÐqnei pwc gÐnetai autì.Par�deigma 4 Na epiluje� h anadrom  T (n) = 2T (n/2) + n2.Apìdeixh.
Autì pou mac duskoleÔei sto na broÔme kleistì tÔpo gia thn T (n) eÐnai o ìroc T (n/2).

Ton ìro autì mporoÔme na ton antikatastăsoume apì thn epanĹlhyh thc anadromăc gia
thn timă n/2, dhl. T (n/2) = 2T (n/4) + (n/2)2. Tÿra, to prìblhma metatÐjetai ston ìro
T (n/4), ton opoÐo mporoÔme na antikatastăsoume sunartăsei tou ìrou T (n = 8), k.o.k.
Me autì ton trìpo dhmiourgoÔme mia akoloujÐa exisÿsewn

T (n) = 2T (n/2) + n2

T (n/2) = 2T (n/22) + (n/2)2

T (n/22) = 2T (n/23) + (n/22)2

. . .

T (n/2k−1) = 2T (n/2k) + (n/2k−1)2

ìpou h diadikasÐa epanalambĹnetai mèqri ekeÐno to băma k gia to opoÐo n = 2k = 1, dhl.
k = log n (upojètoume gia eukolÐa ìti to n eÐnai dÔnamh tou 2). EpÐshc upojètoume ìti h
arqikă mac sunjăkh eÐnai T (1) = c, ìpou c eÐnai mia stajerĹ. Sthn parapĹnw akoloujÐa
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twn exisÿsewn parathroÔme ìti oi ìroi thc anadromăc T , ektìc apì touc T (n) kai T (n/2k),
emfanÐzontai mÐa forĹ sto dexiì kai mÐa forĹ sto aristerì mèloc twn exisÿsewn. Epomènwc,
ja epijumoÔsame thn apaloifă twn ìrwn autÿn ÿste na meÐnoun oi T (n) kai T (n/2k) = T (1)
kai oi upìloipoi ìroi pou exartÿntai mìno apì to n. H apaloifă sunăjwc epitugqĹnetai
paÐrnontac to Ĺjroisma enìc tètoiou sunìlou exisÿsewn. Edÿ den mporoÔme apeujeÐac na
to kĹnoume autì, giatÐ parathroÔme ìti oi suntelestèc twn ìrwn T sta dexiĹ mèlh twn
exisÿsewn den eÐnai Ðdioi me ekeÐnouc twn antÐstoiqwn ìrwn sta aristerĹ mèlh. P.q. o ìroc
T (n/22) sto dexiì mèloc thc deÔterhc exÐswshc èqei suntelestă 2, enÿ o antÐstoiqoc ìroc
sto aristerì mèloc thc trÐthc exÐswshc èqei suntelestă 1. MporoÔme na diorjÿsoume
aută thn "asummetrÐafl pollaplasiĹzontac ta mèlh thc trÐthc exÐswshc me to suntelestă 2.
GenikĹ, efarmìzoume ton akìloujo kanìna: an sto dexiì mèloc miac exÐswshc emfa-

nÐzetai kĹpoioc ìroc T (m) me suntelestă d, pollaplasiĹzoume me d kai ta dÔo mèlh thc
epìmenhc exÐswshc sthn opoÐa o T (m) emfanÐzetai sto aristerì mèloc. H efarmogă tou
kanìna mac dÐnei:

T (n) = 2T (n/2) + n2

2T (n/2) = 22T (n/22) + 2(n/2)2

22T (n/22) = 23T (n/23) + 22(n/22)2

. . .

2k−1T (n/2k−1) = 2kT (n/2k) + 2k−1(n/2k−1)2

AjroÐzontac tÿra tic parapĹnw exisÿseic, paÐrnoume:

T (n) = 2kT (n/2k) + (n2 + n2/2 + n2/22 + · · ·+ n2/2k−1) =

= nT (1) + n2

k−1
∑

i=0

(

1

2

)i

= cn + n2
1−

(

1
2

)k

1− 1

2

⇒

T (n) = cn + 2n2

(

1−
(

1

2

)k
)

0.2.5 To Basikì Je¸rhma
To basikì jeÿrhma mac parèqei ènan trìpo na frĹssoume apì pĹnw anadromikèc sqèseic.
To dÐnoume edÿ qwrÐc apìdeixh kai èpeita parajètoume paradeÐgmata qrăshc tou.Je¸rhma 1 'Estw a, b ∈ ℜ+, b > 1, γ, δ ∈ ℜ+

0 , g : ℜ+ → ℜ+ me g(x) = O(xγ logδ
b x) kai

T (x) =

{

g(1) x = 1

αT (x/b) + g(x) x > 1
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T (n) =



















O(nlogb α logδ
b n) a > bγ

O(nγ logδ+1
b n a = bγ

O(nγ logδ
b n) α < bγ, γ > 0   δ ≥ 1

O(logbn) α < 1, γ = 0, δ < 1gia n = bk.
Ja dÿsoume tÿra merikĹ paradeÐgmata efarmogăc tou Jewrămatoc 1.Par�deigma 5 T (n) = 16T (n/8) + n2/3Apìdeixh.
’Eqoume ìti α = 16, b = 8, g(n) = n2/3 log0

8 n ⇒ γ = 2/3, δ = 0. EpÐshc èqoume ìti
α/bγ = 16/82/3 > 1 kai epomènwc eÐmaste sthn prÿth perÐptwsh. ’Ara

T (n) = O(nlog8 16 log0
8 n)⇒ T (n) = O(n4/3)Par�deigma 6 T (n) = T (2n/3) + 1Apìdeixh. ’Eqoume α = 1, b = 3/2, g(n) = 1 = n0 log0

3/2 n⇒ γ = 0, δ = 0. EpÐshc èqoume
ìti α/bγ = 1/(3/2)0 = 1 kai epomènwc eÐmaste sthn deÔterh perÐptwsh. ’Ara

T (n) = O(n0 log0+1
3/2

n) = O(logn)Par�deigma 7 T (n2) = 3T (n2/3) + nApìdeixh. Ja qrhsimopoiăsoume th mèjodo allagăc metablhtÿn gia na fèroume thn
anadromă aută sthn morfă pou jèloume. Jètoume n2 = m, Ĺra n =

√
m, kai paÐrnoume

thn isodÔnamh sqèsh T (m) = 3T (m/3) +
√

m. H teleutaÐa aută sqèsh eÐnai sth morfă
pou apaiteÐ to Jeÿrhma 2. ’Eqoume ìti a = 3, b = 3, g(m) =

√
m = m1/2 log0

3 m ⇒ γ1/2,
δ = 0. EpÐshc a/bγ = 3/31/2 < 1, Ĺra eÐmaste sthn prÿth perÐptwsh kai èqoume ìti
T (m) = O(mlog3 3 log0

3 m = O(m). Epomènwc, T (n2) = T (m) = O(m) = O(n2).0.3 Grammikè Anadromikè Sqèsei
Oi grammikèc anadromikèc sqèseic èqoun thn morfă

f(n) = a1f(n− 1) + a2f(n− 2) + · · ·+ adf(n− d)
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Se aută th perÐptwsh ja lème ìti h sqèsh èqei tĹxh d. Gia parĹdeigma h Fibonacci
anadromikă sqèsh

T (0) = 0, T (1) = 1

T (n) = T (n− 1) + T (n− 2)

eÐnai tĹxhc 2, me suntelestèc a1 = a2 = 1. ParakĹtw ja broÔme èna kleistì tÔpo gia thn
akoloujÐa Fibonacci0.3.1 Fibonacci

Ja kĹnoume mÐa prìbleyh wc proc thn lÔsh thc anadromikăc sqèshc. GenikĹ eÐnai kanìnac
se grammikèc sqèseic oi lÔseic na eÐnai ekjetikèc. ’Estw loipìn T (n) = cxn, ìpou c kai
x eÐnai parĹmetroi pou auxĹnoun tic pijanìthtec na èqoume mÐa swstă prìbleyh. Autèc
tic paramètrouc ja tic kajorÐsoume metĹ ètsi ÿste h lÔsh mac na eÐnai swstă. EpÐshc,
proswrinĹ ja parablèyoume tic arqikèc sunjăkec T (0) = 0 kai T (1) = 1.Epal jeush: BĹzoume thn prìbleyă mac ston tÔpo thc anadromăc kai èqoume:

cxn = cxn−1 + cxn−2 ⇒ x2 = x + 1⇒

x2 − x− 1 = 0⇒ x =
1±
√

5

2

H stajerĹ c mporeÐ na eÐnai otidăpote, allĹ to x prèpei na eÐnai 1±
√

5

2
. Epomènwc,

upĹrqoun dÔo lÔseic sthn anadromă:

T (n) = c

(

1 +
√

5

2

)n

ă T (n) = c

(

1−
√

5

2

)n

Sthn pragmatikìthta kĹje grammikìc sunduasmìc twn dÔo lÔsewn eÐnai lÔsh. To
epìmeno jeÿrhma anafèrei ìti autì isqÔei genikĹ gia grammikèc anadromikèc sqèseic.Je¸rhma 2 An f(n) kai g(n) e�nai lÔsei se m�a grammik  anadromik  sqèsh (qwr�arqikè sunj ke) tìte h cf(n) + dg(n) e�nai ep�sh m�a lÔsh, gia c, d tuqa�e stajerè.Apìdeixh. Afănetai ston anagnÿsth.
Me bĹsh to Jeÿrhma 2 h

T (n) = c1

(

1 +
√

5

2

)n

+ c2

(

1−
√

5

2

)n

eÐnai lÔsh gia thn anadromikă sqèsh Fibonacci ìtan den lambĹnoume upìyh tic arqikèc
sunjăkec, gia kĹje stajerĹ c1, c2. Sthn perÐptwsh pou èqoume arqikèc sunjăkec tìte
brÐskoume tic timèc se autèc tic stajerèc me bĹsh autèc tic sunjăkec. ’Ara:
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T (0) = c1

(

1 +
√

5

2

)0

+ c2

(

1−
√

5

2

)0

= 0

kai

T (1) = c1

(

1 +
√

5

2

)1

+ c2

(

1−
√

5

2

)1

= 1

Tÿra èqoume èna grammikì sÔsthma dÔo exisÿsewn me dÔo agnÿstouc. UpĹrqei mÐa
lÔsh kai aută eÐnai h c1 = 1/

√
5 kai c2 = −1/

√
5. Epomènwc èqoume mÐa lÔsh gia thn

grammikă anadromikă sqèsh Fibonacci:

T (n) =
1√
5

(

1 +
√

5

2

)n

− 1√
5

(

1−
√

5

2

)n

Aută h lÔsh moiĹzei teleÐwc lĹjoc afoÔ ìloi oi arijmoÐ Fibonacci eÐnai akèraioi enÿ
o kleistìc tÔpoc perièqei Ĺrrhtouc arijmoÔc. Parìla autĹ gia opoiodăpote n autoÐ oi
Ĺrrhtoi arijmoÐ aplopoioÔntai kai pĹnta dÐnoun ènan akèraio arijmì. (Gia autì akribÿc to
lìgo qreiĹsthkan 6 aiÿnec gia na brejeÐ aută h lÔsh).0.3.2 Genikè Grammikè Anadromikè Sqèsei
H mèjodoc pou qrhsimopoiăsame gia na lÔsoume thn anadromikă sqèsh Fibonacci mporeÐ
na qrhsimopoihjeÐ gia na lujeÐ opoiadăpote grammikă anadromă thc morfăc:

T (n) = a1T (n− 1) + a2T (n− 2) + · · ·+ adT (n− d)

Antikajistÿntac thn prìbleyh T (n) = xn paÐrnoume:

xn = a1x
n−1 + a2x

n−2 + · · ·+ adx
n−d

apì thn opoÐa an diarèsoume me xn−d paÐrnoume:

xd = a1x
d−1 + a2x

d−2 + · · ·+ ad−1x + ad

Aută h exÐswsh lègetai qarakthristik  ex�swsh thc anadromikăc sqèshc. H lÔsh thc
grammikăc anadromikăc sqèshc orÐzetai apì tic rÐzec thc qarakthristikăc exÐswshc. Mhn
lambĹnontac upìyh tic arqikèc sunjăkec èqoume:

• An h r den eÐnai pollaplă rÐza thc qarakthristikăc exÐswshc tìte h rn eÐnai lÔsh thc
anadromăc.

• An h r eÐnai pollaplă rÐza thc qarakthristikăc exÐswshc me pollaplìthta k, tìte
rn, nrn, n2rn, . . . , nk−1rn eÐnai lÔseic thc anadromăc.
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EpÐshc apì to Jeÿrhma 2 ìloi oi grammikoÐ sunduasmoÐ touc eÐnai lÔseic sthn anadromă.
Gia parĹdeigma, èstw ìti h qarakthristikă exÐswsh èqei rÐzec r1, r2 kai thn r3 dÔo forèc.

’Eqoume Ĺra 4 lÔseic:
T (n) = rn

1

T (n) = rn
2

T (n) = rn
3

T (n) = nrn
3

’Ara kĹje grammikìc sunduasmìc T (n) = arn
1 + brn

2 + crn
3 + dnrn

3 eÐnai lÔsh.
To mìno pou apomènei eÐnai qrhsimopoiÿntac tic arqikèc sunjăkec na pĹroume èna gram-

mikì sÔsthma 4 exisÿsewn me 4 agnÿstouc kai na kajorÐsoume tic stajerèc ÿste na broÔme
thn akribăc lÔsh.Par�deigma 8 Na breje� h lÔsh th anadrom  T (n) = 2T (n−1)−T (n−2), me arqikèsunj ke T (0) = 0 kai T (1) = 1.Apìdeixh. To qarakthristikì poulÿnumo eÐnai x2 − 2x + 1 = 0, pou èqei mÐa diplă rÐza
x = 1. ’Ara, h lÔsh èqei th morfă :

T (n) = c1(1)n + c2n(1)n = c1 + c2n

Oi arqikèc sunjăkec dÐnoun to exăc sÔsthma:

T (0) = 0⇒ c1 + c2(0) = 0

T (1) = 1⇒ c1 + c2(1) = 1

kai oi lÔseic eÐnai c1 = 0, c2 = 1. ’Ara h lÔsh sthn anadromă eÐnai:

T (n) = n0.3.3 Mh Omogene� Grammikè Anadromikè Sqèsei
Mèqri tÿra mporoÔme na lÔsoume ìlec tic anadromikèc sqèseic thc morfăc:

T (n) = a1T (n− 1) + a2T (n− 1) + · · ·+ adT (n− d)

Aută orÐzei thn oikogèneia twn omogenÿn grammikÿn anadromikÿn sqèsewn. H prìsje-
sh mÐac sunĹrthshc g(n) dÐnei th genikă morfă twn mh-omogenÿn grammikÿn anadromikÿn
sqèsewn:

T (n) = a1T (n− 1) + a2T (n− 1) + · · ·+ adT (n− d) + g(n)

H epÐlush autÿn twn exisÿsewn mporeÐ na analujeÐ se trÐa bămata:
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1. AntikajistoÔme thn g(n) me to 0 kai epilÔoume thn omogenăc anadromikă sqèsh agno-
ÿntac tic arqikèc sunjăkec. H lÔsh aută onomĹzetai omogen  lÔsh.

2. ’Epeita epanafèroume thn g(n) kai brÐskoume mÐa lÔsh gia thn anadromă, agnoÿntac
tic arqikèc sunjăkec. Aută h lÔsh lègetai sugkekrimènh lÔsh. UpĹrqoun genikèc
mèjodoi gia thn eÔresh sugkekrimènwn lÔsewn allĹ emeÐc ja protimăsoume thn prì-
bleyh kai epalăjeush. Se lÐgo ja anafèroume pwc mporeÐte na problèyete th morfă
thc lÔshc.

3. Prosjètoume tic omogeneÐc kai sugkekrimènec lÔseic gia na pĹroume mÐa genikă lÔsh.
Tÿra qrhsimopoioÔme tic arqikèc sunjăkec gia na broÔme tic stajerèc katalăgontac
se èna grammikì sÔsthma exisÿsewn.

To pio dÔskolo mèroc twn mh-omogenÿn anadromÿn eÐnai h eÔresh sugkekrimènwn lÔ-
sewn. MerikoÐ kanìnec mporoÔn na mac bohjăsoun sthn prìbleyh twn lÔsewn autÿn:

• GenikĹ brÐskoume mÐa lÔsh me thn Ðdia morfă ìpwc h sunĹrthsh g(n).

• An h g(n) eÐnai stajerĹ, tìte problèpoume mÐa lÔsh thc morfăc T (n) = c. An autì
den doulèyei prospajoÔme me T (n) = bn + c, T (n) = an2 + bn + c, kok.

• An h g(n) eÐnai poluÿnumo, prospajoÔme me èna poluÿnumo Ðdiou bajmoÔ, alliÿc me
èna poluÿnumo bajmoÔ katĹ 1 megalÔtero, kok. Gia parĹdeigma, an g(n) = 6n + 5,
tìte T (n) = bn + c, alliÿc, T (n) = an2 + bn + c, kok.

• An h g(n) eÐnai ekjetikă, ìpwc 3n, tìte manteÔoume T (n) = c3n. An apotÔqei tìte
T (n) = bn3n + c3n, alliÿc T (n) = an23n + bn3n + c3n, kok.Par�deigma 9 Na breje� kleistì tÔpo gia thn anadrom  T (n) = 4T (n−1)+3n, ìpou

T (1) = 1.Apìdeixh.B ma 1: Briskoume ti Omogene� LÔsei H omogenăc anadromă eÐnai h T (n) =
4T (n − 1). H qarakthristikă exÐswsh eÐnai x − 4 = 0 kai Ĺra h mình rÐza eÐnai h x = 4.
Epomènwc, h omogenăc lÔsh eÐnai T (n) = c4n.B ma 2: Br�skoume ti Sugkekrimène LÔsei Tÿra ja prèpei na broÔme mÐa
sugkekrimènh lÔsh sthn T (n) = 4T (n − 1) + 3n. ManteÔoume ìti h lÔsh èqei th morfă
d3n, ìpou d eÐnai mÐa stajerĹ. AntikajistoÔme kai paÐrnoume:

d3n = 4d3n−1 + 3n ⇒ 3d = 4d + 3⇒ d = −3

’Ara T (n) = −3 · 3n = −3n+1 eÐnai mÐa sugkekrimènh lÔsh.
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eÐnai:

T (n) = c4n − 3n+1

H arqikă sunjăkh mac dÐnei thn timă thc stajerĹc c:

T (1) = 1⇒ c41 − 31+1 = 1⇒ c =
5

2

’Ara h lÔsh eÐnai T (n) = 5

2
4n−3n+1. Gia na sigoureutoÔme ìti den èqoume kanèna lĹjoc

elègqoume gia n = 2. Apì thn anadromă T (2) = 4T (1) + 32 = 13. Apì ton kleistì tÔpo
èqoume T (2) = 5

2
42 − 33 = 40− 27 = 13. MĹllon eÐmaste swstoÐ!
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