
H
P
C
L
a
b
,
Τ
Μ
Η
Υ
Π

Τι ενδείκνυται να γνωρίζω από το µάθηµα ¨Γραµµική ΄Αλγεβρα¨;
1

Παραθέτουµε οµαδοποιηµένες ανά κεφάλαιο και διάλεξη τις προσδοκώµενες γνώσεις σας από το

µάθηµα. Με πλάγια γραφή σηµειώνονται Ϲητήµατα που εµπλέκουν συγκεκριµένες (αλγοριθµικές)

διαδικασίες τις οποίες ϑα πρέπει να µπορείτε να εφαρµόσετε. ΄Οσα αναφέρονται, έχουν παρουσιαστεί

στις διαλέξεις και έχουν συζητηθεί στα ϕροντιστήρια. Η σειρά είναι σηµαντική: κάθε κεφάλαιο έχει

ως προαπαιτούµενα τα προηγούµενα. Σε κάθε περίπτωση, για καλύτερη προετοιµασία, συστήνουµε

να διαβάσετε επίσης τα ¨Παραδείγµατα ϑεµάτων και σχόλια¨ που ϑα ϐρείτε στα έγγραφα του E-class.

Κεφάλαια 1, 2, 10 (∆ιαλέξεις 1,2,3,4)

1. (Κ1-2) Να επιτελείτε πράξεις µεταξύ µητρώων, διανυσµάτων, ϐαθµωτών, την πράξη της αναστρο-
ϕής και να γνωρίζετε τις ιδιότητές τους. Να µπορείτε να επιτελείτε πράξεις µε σύνθετα µητρώα.

2. (Κ1, Κ2) Να αναγνωρίζετε αν ένα µητρώο έχει ειδική δοµή (π.χ. διαγώνιο, τριγωνικό, συµµετρικό,

ερµιτιανό, µπλοκ διαγώνιο, µπλοκ τριγωνικό) µε στόχο την αξιοποίησή της - αφορά όλα τα

κεφάλαια).

3. (Κ1) Να γνωρίζετε πως µπορούν να ερµηνευθούν τα ϐασικά προβλήµατα της γραµµικής άλ-

γεβρας (πολλαπλασιασµός µητρώου διανύσµατος ή διανύσµατος µητρώου, πολλαπλασιασµός

µητρώων και επίλυση γραµµικού συστήµατος) ϐάσει της έννοιας του γραµµικού συνδυασµού

διανυσµάτων (στηλών ή γραµµών).

4. (Κ1, Κ4, Κ10) Να υπολογίζετε µήκη διανυσµάτων, γωνίες µεταξύ διανυσµάτων και τις κλασικές
νόρµες διανυσµάτων (1, 2, ∞). Να γνωρίζετε να διαχειρίζεστε την έννοια της ορθογωνιότητας,

τι είναι ορθογώνια διανύσµατα και τι είναι τα ορθογώνια και τι ορθοµοναδιαία µητρώα. Να

γνωρίζετε τις ϐασικές ανισότητες (τριγωνική και CBS), τον κανόνα του παραλληλογράµµου και

την ταυτότητα του Πυθαγόρα.

5. (Κ2) Να µπορείτε να ερµηνεύσετε τη λύση γραµµικού συστήµατος ή την αποτυχία εύρεσής της
γεωµετρικά σε 2- και 3δ (ερµηνεία γραµµών/στηλών).

6. (Κ2) Να γνωρίζετε πως µπορεί να αντιστοιχηθεί ένα γράφηµα (κατευθυνόµενο ή µη) µε ένα

µητρώο γειτνίασης και τι σηµαίνουν οι τιµές των στοιχείων του µητρώου που κατασκευάζεται

υψώνοντας το µ. γειτνίασης σε δύναµη.

7. (Κ2) Να µπορείτε να διαχειριστείτε πράξεις µε το αντίστροφο και µε δυνάµεις µητρώου. Για ειδικά

µητρώα, να είσαστε σε ϑέση να αναγνωρίσετε αν είναι αντιστρέψιµα ή όχι.

8. (Κ2) Να µπορείτε να επιλύετε τριγωνικά συστήµατα (µε πίσω ή εµπρός αντικατάσταση). Να είστε σε
ϑέση να εκτελείτε παραγοντοποίηση PA = LU (µε εφαρµογή µητρώων απαλοιφής και µητρώων
εναλλαγής γραµµών για οδήγηση). Για µικρά συστήµατα, να µπορείτε να επιλύετε τετραγωνικά
γραµµικά συστήµατα µέσω της απαλοιφής Gauss επί του επαυξηµένου µητρώου ή µε παραγοντο-
ποίηση LU . Να µπορείτε να αντιστρέφετε µικρά ή ειδικά µητρώα.

9. (Κ1, Κ2) Να µπορείτε να µετράτε (συναρτήσει του µεγέθους των µητρώων και διανυσµάτων) τα

στοιχειώδη κόστη (σε αριθµητικές πράξεις) των ϐασικών πράξεων (εσωτερικό γινόµενο, πολλα-

πλασιασµός µητρώου-διανύσµατος, πολλαπλασιασµός µητρώων, επίλυση τριγωνικού συστήµα-

τος, επίλυση τετραγωνικού συστήµατος).
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Κεφάλαιο 3 (∆ιαλέξεις 5,6)

1. (Κ3) Να γνωρίζετε τους 4 υπόχωρους ενός µητρώου και την έννοια της τάξης. Να µπορείτε να
το µετασχηµατίσετε σε κλιµακωτή µορφή (αναγµένων γραµµών ή µη). Να µπορείτε να εξάγετε την
τάξη του µητρώου, τις διαστάσεις των 4ων υπόχωρων, και να υπολογίσετε αντίστοιχες ϐάσεις και
παραγοντοποίηση τάξης.

2. (Κ3) Να αναγνωρίζετε αν ένα δοθέν σύνολο αποτελεί διανυσµατικό υπόχωρο.

3. (Κ3) Να µπορείτε να επιλύετε το Ax = 0 και να υπολογίζετε την πλήρη λύση του Ax = b.

4. (Κ3) Να γνωρίζετε πράξεις µεταξύ υποχώρων (ένωση, τοµή, ευθύ άθροισµα), τι είναι το ορθογώ-

νιο συµπλήρωµα υποχώρου και να µπορείτε να αποφανθείτε κατά πόσον το αποτέλεσµα είναι

υπόχωρος ή όχι.

Κεφάλαιο 4 (∆ιαλέξεις 6,7)

1. (Κ3,Κ4) Να γνωρίζετε τις σχέσεις καθετότητας µεταξύ των υποχώρων.

2. (Κ1,Κ4) Να γνωρίζετε πως ο υπολογισµός τιµών πολυωνύµου σε δυναµοµορφή µπορεί να εκ-

ϕραστεί σαν πολλαπλασιασµός µητρώου Vandermonde µε το διάνυσµα των συντελεστών.

3. (Κ4) Να γνωρίζετε τι είναι η ορθογώνια προβολή και να µπορείτε να υπολογίζετε το µητρώο

ορθογώνιας προβολής καθώς και την ορθογώνια προβολή διανύσµατος σε υπόχωρο.

4. (Κ4) Να µπορείτε να ϐρείτε τη ϐέλτιση προσέγγιση διανύσµατος από υπόχωρο ϐάσει του κριτηρίου
ελαχίστων τετραγώνων και να λύνετε γραµµικά πρβλ. ελαχίστων τετραγώνων µέσω κανονικών
εξισώσεων.

5. (Κ4) Να µπορείτε να ορθοκανικοποιείτε ένα σύνολο διανυσµάτων µε τη διαδικασία Gram-Schmidt.
Να γνωρίζετε τι είναι η παραγοντοποίηση QR και πως προκύπτει από τη διαδικασία G-S.

Κεφάλαιο 5 (∆ιαλέξεις 8)

1. (Κ5) Να γνωρίζετε τι είναι η ορίζουσα και το ίχνος, ιδιότητές τους για ένα µητρώο ή για συναρ-

τήσεις µητρώων καθώς και εύκολες σχέσεις που αφορούν σε γινόµενα. Να υπολογίζετε γρήγορα
την ορίζουσα µέσω των τύπων που έχουν αναφερθεί, αξιοποιώντας τη δοµή ή µορφή του µητρώου
(π.χ. αν είναι µπλοκ άνω τριγωνικό ή αξιοποιώντας το ϑ. Sylvester).

Κεφάλαια 6, 10 (∆ιαλέξεις 9,10,11)

1. (Κ6) Να γνωρίζετε τι είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο µητρώου και να αναγνωρίζετε πως

εµφανίζονται το ίχνος και η ορίζουσα στην δυναµοµορφή του. Επίσης να γνωρίζετε το ϑεώρηµα

Cayley-Hamilton και τις εφαρµογές του στον υπολογισµό αντιστρόφου ή και δυνάµεων µητρώου.

2. (Κ6, Κ10) Να µπορείτε να προβλέψετε το είδος των ιδιοτιµών αν το µητρώο είναι πραγµατικό ή

αν είναι πραγµατικό συµµετρικό ή µιγαδικό ερµιτιανό.

3. (Κ6) Να µπορείτε να υπολογίσετε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα (δεξιά και αριστερά) ενός
µητρώου (όποτε το πρόβληµα είναι αρκετά µικρό ή έχει ειδική δοµή) ξεκινώντας από το χαρακτη-
ϱιστικό πολυώνυµο (χωρίς να ξεχνάτε ότι ο τρόπος αυτός δεν ενδείκνυται στην πράξη).
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4. (Κ6) Να µπορείτε να γράψετε το µητρώο ως ϕασµατικό ανάπτυγµα.

5. (Κ6) Να µπορείτε να προβλέψετε την συµπεριφορά υψηλών δυνάµεων ενός µητρώου µέσω των

ιδιοτιµών.

6. (Κ6) Να γνωρίζετε πως λειτουργεί η µέθοδος δύναµης και πώς από τα ιδιοδιανύσµατα µπορούµε

να υπολογίσουµε ιδιοτιµές (πηλίκο Rayleigh).

7. (Κ6) Να γνωρίζετε (και να αναγνωρίζετε όποτε είναι εύκολα εφικτό µέσω των ιδιοτήτων) ότι ένα

µητρώο είναι συµµετρικό ή ερµιτιανό ϑετικά ορισµένο και το πώς αυτό αποδεικνύεται για µητρώα

του τύπου B>B όπου το B έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες.

8. (Κ6) Να γνωρίζετε τι σηµαίνει ότι δύο µητρώα είναι όµοια, τι είναι µετασχηµατισµός οµοιότητας

και τι ορθογώνιος µετασχηµατισµός οµοιότητας.

9. (Κ6) Να γνωρίζετε την έννοια της διαγωνιοποίησης µητρώου και τη σχέση των ιδιοδιανυσµάτων

(δεξιών και αριστερών) µε αυτή. Επίσης να µπορείτε να αναγνωρίζε τα απλά µπλοκ Jordan και

τη µορφή Jordan ενός µη διαγωνιοποιήσιµου µητρώου.

10. (Κ6) Να γνωρίζετε τι είναι η αλγεβρική πολλαπλότητα και η γεωµετρική πολλαπλότητα (ιδιοτι-

µής), πότε µία ιδιοτιµή χαρακτηρίζεται ως απλή, ηµιαπλή ή ελλειµµατική και σε τι αφορούν τη

διαγωνιοποίηση.

11. (Κ6) Σε ειδικές περιπτώσεις, να µπορείτε ϐάσει των στοιχείων ενός µητρώου να αποφανθείτε κατά

πόσον είναι διαγωνιοποιήσιµο ή όχι.

12. (Κ6) Να γνωρίζετε τις ϐασικές παραγοντοποιήσεις (συµπεριλαµβανοµένης και της Schur) και

τις σχετικές συνθήκες που τις συνοδεύουν (δείτε το σχετικό πίνακα στις διαλέξεις και τις σελ.

693-695 του ϐιβλίου).

13. (Κ6-7) Να γνωρίζετε την παραγοντοποίηση SVD µητρώου καθώς και τις πληροφορίες που εξά-

γουµε από τους παράγοντες για το µητρώο και τους υποχώρους του. Επίσης να µπορείτε να
υπολογίσετε το SVD ή επιλεγµένα στοιχεία του (για µικρά ή ειδικά µητρώα).

14. (Κ6) Να γνωρίζετε να υπολογίζετε από το SVD ϐέλτιστες (ως προς τη νόρµα Frobenius) προσεγγίσεις
του µητρώου µε µητρώα µειωµένης τάξης.

Κεφάλαιο 7 (∆ιαλέξεις 11,12)

1. (Κ7) Να γνωρίζετε τι είναι το ψευδοαντιστρόφο µητρώου και να µπορείτε να το υπολογίσετε (για
µικρά ή ειδικά µητρώα).

2. (Κ7) Να αναγνωρίζετε αν ένας µετασχηµατισµός είναι γραµµικός ή όχι και να ϐρίσκετε το µητρώο
του µετασχηµατισµού για τις ϐάσεις που έχουν δοθεί για το πεδίο ορισµού και το πεδίο τιµών.

3. (Κ7) Να γνωρίζετε τι είναι πεδίο ορισµού, συµπεδίο, πεδίο τιµών και πυρήνας ενός γ.µ.

4. (Κ7) Να γνωρίζετε τους ϐασικούς γραµµικούς µετασχηµατισµούς στον R2
(κλιµάκωση, ορθογώ-

νια προβολή, περιστροφή, ανάκλαση, διάτµηση).
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