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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ
ΕΓΕΚΕΣ 15 Σεπτεµβρίου 2026

ΛΥΣΕΙΣ & ΣΧΟΛΙΑ

Συµπληρώστε τα στοιχεία σας.

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης :

αιθουσα : ΑΦΕ στηλη: µοναδεσ:

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν ερωτήσεις

• του τύπου Σωστό/Λάθος στις οποίες, µετά από ένα σύντοµο έλεγχο κυκλώνετε τη σωστή
απάντηση.

• µε την ένδειξη ■ στις οποίες, µετά από σχετική προεργασία στο πρόχειρο, απλά δίνετε δίχως
αιτιολόγηση την τελική απάντηση ή λύση.

• δίχως κάποια ένδειξη στις οποίες καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-
λύση’’ για το Ϲητούµενο στο χώρο που παρέχεται.

Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται και σε κάποιες επιβάλλεται να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηµα ή
υποερώτηµα στο πρόχειρο ώστε η απάντησή σας να µην είναι τυχαία.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 30 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 1
ώρα και 15 λεπτά µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

Σχόλιο. ΄Οταν σε δύο ανακοινώσεις πριν από την εξέταση αναφέρεται ϱητά ότι το σκονάκι, που
παραδίδετε µαζί µε το γραπτό σας, πρέπει να περιέχει το ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΟ σας και την ΥΠΟΓΡΑΦΗ
σας και αυτό δεν συµβαίνει, τι µπορεί να υποθέσει ο εξεταστής σχετικά µε την προσοχή και γιατί όχι
και την υπευθυνότητα του τρόπου που προετοιµάζεστε για την εξέταση ;
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Θ1. ∆ίνονται τα τετραγωνικά µητρώα A και B και έστω ότι υπάρχει τετραγωνικό µητρώο C ώστε
A(B − C) = I, όπου I είναι το ταυτοτικό µητρώο.

(αʹ) Εξηγείστε γιατί το A είναι αντιστρέψιµο.
Από γνωστό Θεώρηµα γνωρίζουµε ότι αν για τα τετραγωνικά µητρώα P και Q ισχύει PQ =
I, τότε ϑα είναι QP = I, κατά συνέπεια Q = P−1 και P = Q−1. Σηµειώνουµε ότι η
σχέση PQ = I, επειδή τα µητρώα είναι τετραγωνικά, συνεπάγεται ότι τα δύο µητρώα έχουν
την ίδια διάσταση. Σύµφωνα λοιπόν µε αυτό το αποτέλεσµα το A είναι αντιστρέψιµο και
A−1 = B − C.
Κάποιοι/κάποιες ανέφεραν δίχως αιτιολόγηση ότι detA ̸= 0, γεγονός που συνεπάγεται ότι
υπάρχει το A−1. Γιατί ισχύει αυτό ; Από τις ιδιότητες της ορίζουσας έπεται, δεδοµένου ότι
τα µητρώα είναι τετραγωνικά,

det(A(B − C)) = det I ⇒ (detA)(det(B − C)) = 1,

κατά συνέπεια detA ̸= 0 και det(B − C) ̸= 0.

(ϐʹ) Βρείτε το C ως συνάρτηση των A και B.
Από το (α΄) έχουµε

A−1 = B − C ⇒ C = B −A−1.

Τόσο απλά.
Σέ κάποια γραπτά υπήρχε η εξής ‘‘λύση’’: Από τη δοσµένη σχέση έπεται

AB −AC = I ⇒ AC = AB − I ⇒ C =
AB − I

A

για να ϑυµηθούµε τα χρόνια που λύναµε πρωτοβάθµιες εξισώσεις στο γυµνάσιο. Βρε α-
ϑεόφοβοι/αθεόφοβες υπάρχει τέτοιος συµβολισµός στις πράξεις µεταξύ µητρώων ; Σε ποιο
ϐιβλίο, ή σε ποιες σηµειώσεις που διαβάσατε, αν διαβάσετε, το είδατε ; Ας υποθέσουµε ότι
είναι έτσι, τότε αν το A είναι 2× 3 και το B είναι 3× 2 και AB = I, το I είναι 2× 2, γιατί
να µην ισχύει ότι

A =
I

B
;

Και τι σηµαίνει διαίρεση µεταξύ ενός 2 × 2 µηρώου και ενός 3 × 2; Επι πλέον, έστω
ότι συµφωνούµε στο ότι η διαίρεση είναι στην πραγµατικότητα πολλαπλασιασµός µε το
αντίστροφο, σωστό για αριθµούς, τι σηµαίνει η σχέση

C =
AB − I

A
;

Σηµαίνει ότι
C = A−1(AB − I) = A−1AB −A−1I = B −A−1

ή, αφού ο πολλαπλασιασµός δεν είναι µεταθετικός,

C = (AB − I)A−1 = ABA−1 − IA−1 = ABA−1 −A−1;

Καταλαβαίνετε λοιπόν πόσα περισσότερα ϕανερώνει σχετικά µε το τι έχετε κατανοήσει κάτι
που µε απερισκεψία γράφετε ;
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Θ2. ∆ίνεται ο υπόχωρος του R3

U =

{ x
y

2x− y

 : x, y ∈ R
}
.

(αʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση του U .
Γράφοντας  x

y
2x− y

 =

 x
0
2x

+

 0
y
−y

 = x

1
0
2

+ y

 0
1
−1


επειδή τα δύο διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα µια ϐάση για το U είναι η

B =

{1
0
2

 ,

 0
1
−1

}
.

Η διάσταση του υποχώρου U είναι δύο, αφού η ϐάση του που ϐρήκαµε, άρα και κάθε
άλλη ϐάση του, περιέχει δύο διανύσµατα. Λέγοντας ϐρείτε µια ϐάση του U προφανώς δεν
εννοούµε να ϐρούµε ένα στοιχείο κάποιας ϐάσης του, δηλαδή ένα διάνυσµα. Κάθε τέτοιο
παράγει έναν µονοδιάστατο υπόχωρο του R3, άρα σε καµία περίπτωση τον U .

(ϐʹ) ■ dimU = 2, αφού το πλήθος των στοιχείων µιας ϐάσης, άρα κάθε ϐάσης του U , είναι 2.

(γʹ) Να ϐρεθεί το ορθογώνιο συµπλήρωµα U⊥ του U , ή ένας υπόχωρος W του R3 τέτοιος ώστε
R3 = U ⊕W .

U⊥: Αν

a
b
c

 ∈ U⊥, τότε

a
b
c

 ·

 x
y

2x− y

 = ax+ by + c(2x− y) = (a+ 2c)x+ (b− c)y = 0

για όλα τα x, y, κατά συνέπεια ϑα πρέπει a+ 2c = 0 και b− c = 0, εποµένως

U⊥ =

{−2c
c
c

 : c ∈ R
}

= span

{−2
1
1

}
.

W : Αφού dimU = 2, ϑα είναι dimW = 1, εποµένως

W =

{x
y
z

 : z ̸= 2x− y ∈ R
}

για παράδειγµα W = span

{1
1
2

}

αφού 2 ̸= 2 · 1− 1. Υπάρχουν άπειροι τέτοιοι υπόχωροι W αλλά µοναδικός U⊥.
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Θ3. ΄Ενα 2× 2 µητρώο A είναι τέτοιο ώστε detA = 4 και traceA = 5.

(αʹ) ■ Να ϐρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A.
Σε ΚΑΘΕ σκονάκι που έχει ετοιµάσει κάποιος/κάποια που έχει µε σοβαρότητα ετοιµαστεί
για την εξέταση πρέπει να αναφέρεται ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο ενός n×n µητρώου

A είναι

p(λ) = λn − (traceA)λn−1 + · · ·+ (−1)n detA.

΄Ετσι στην περίπτωσή µας, n = 2, το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι

p(λ) = λ2 − (traceA)λ+ (−1)2 detA = λ2 − 5λ+ 4.

Τόσο απλά.

(ϐʹ) Να υπολογιστεί η ορίζουσα det(A2 − 5A+ 6I).
Από το (α΄) και το Θεώρηµα Cayley-Hamilton, όπου και αυτό πρέπει να αναφέρεται σε κάθε
σκονάκι, έχουµε

p(A) = A2 − 5A+ 4I = O,

όπου O είναι το µηδενικό µητρώο, εποµένως

A2 − 5A+ 6I = A2 − 5A+ 4I + 2I = O + 2I = 2I,

έτσι
det(A2 − 5A+ 6I) = det(2I) = 22 det I = 4.

΄Οσο για το ότι

det(A2 − 5A+ 6I) = det(A2)− det(5A) + det(6I) = · · · ,

που εµφανίζεται σε αρκετά γραπτά, τι να πει κανείς. Ο εξεταστής απλά παίρνει δυο-τρία
ηρεµιστικά χάπια και ακούει δυο-τρεις σονάτες του Corelli για να συνέλθει !

(γʹ) ■ rankA = 2, αφού detA ̸= 0, ισοδύναµα οι στήλες του A είναι γραµµικά ανεξάρτητες.
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Θ4. Το επαυξηµένο µητρώο 1 1 7 −7
2 3 8 11
1 2 µ2 18µ

 ,

όπου µ µια πραγµατική παράµετρος, αντιστοιχεί στο σύστηµα Ax = b.

Το σύστηµα πίσω από την κουρτίνα είναι το

x+ y + 7z = −7

2x+ 3y + 8z = 11

x+ 2y + µ2z = 18µ

Ποιο κλασσικό δεν γίνεται.

(αʹ) Να ϐρείτε την κλιµακωτή µορφή του µητρώου που ϑα σας επιτρέψει να αποφανθείτε σχετικά
µε την µη ύπαρξη ή ύπαρξη λύσης ή λύσεων του συστήµατος.
Με απαλοιφή Gauss το, επιλεγµένο ώστε η διαδικασία να καταλήγει σε δύο ϐήµατα, µητρώο
µετασχηµατίζεται σε1 1 7 −7

0 1 −6 25
0 1 µ2 − 7 18µ+ 7

 →

1 1 7 −7
0 1 −6 25
0 0 µ2 − 1 18µ− 18

 .

Η πρώτη και η δεύτερη γραµµή περιέχουν οδηγούς εποµένως η τρίτη γραµµή καθορίζει την
ύπαρξη ή µη λύσης ή λύσεων. Η τρίτη γραµµή γράφεται(

0 0 (µ− 1)(µ+ 1) 18(µ− 1)
)
.

Να τονιστεί εδώ ότι δεν νοείται να εξετάζεται κάποιος/κάποια στη Γραµµική ΄Αλγεβρα και να
µην εκτελεί σωστά τη διαδικασία της απαλοιφής. Και όµως.

(ϐʹ) Για ποια/ποιες τιµή/τιµές του µ το σύστηµα δεν έχει λύση ;
Αν µ = −1 η τελευταία γραµµή γίνεται(

0 0 0 −36
)

που αντιστοιχεί στην εξίσωση 0x + 0y + 0z = −36 που είναι αδύνατη, κατά συνέπεια για
µ = −1 το σύστηµα δεν έχει λύση.

(γʹ) Για ποια/ποιες τιµή/τιµές του µ το σύστηµα έχει µοναδική λύση ;
Αν µ ̸= ±1 η τελευταία γραµµή γίνεται(

0 0 1 18
µ+1

)
κατά συνέπεια το σύστηµα έχει τρεις οδηγούς, εποµένως για µ ̸= ±1 το σύστηµα έχει
µοναδική λύση.

(δʹ) Για ποια/ποιες τιµή/τιµές του µ το σύστηµα έχει άπειρες λύσεις ;
Αν µ = 1 η τελευταία γραµµή περιέχει µόνο µηδενικά, έτσι το µητρώο περιέχει δύο οδηγούς,
οπότε οι πρώτη και δεύτερη εξισώσεις του συστήµατος προσδιορίζουν τους δύο αγνώστους
µέσω του αυθέρετα προσδιοριζόµενου τρίτου κατά συνέπεια το σύστηµα έχει άπειρες το
πλήθος λύσεις.
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Θ5. ∆ίνεται το µητρώο

P =

1 0 1
0 1 1
0 0 0

 .

(αʹ) Να ϐρεθεί ο µηδενόχωρος, null(P ), του P .
Θέλουµε να ϐρούµε όλα τα διανύσµατα x ώστε Px = 0, ισοδύναµα1 0 1

0 1 1
0 0 0

x1
x2
x3

 =

0
0
0

 ⇔

x1 + x3
x2 + x3

0

 =

0
0
0

 ⇔ x1 = −x3 και x2 = −x3,

συνεπώς

null(P ) =

{−t
−t
t

 : t ∈ R
}

= span

{−1
−1
1

}
.

(ϐʹ) Το αντίστροφο µητρώο P−1 υπάρχει. Σ Λ
αφού ο µηδενόχωρος null(P ) περιέχει µη µηδενικά στοιχεία, ισοδύναµα το σύστηµα Px = 0
έχει µη µηδενικές λύσεις. Παρατηρείστε ότι το µητρώο P είναι σε κλιµακωτή µορφή και
έχει δύο οδηγούς.

(γʹ) Το P είναι µητρώο ορθογώνιας προβολής. Σ Λ
αφού

P 2 =

1 0 1
0 1 1
0 0 0

1 0 1
0 1 1
0 0 0

 =

1 0 1
0 1 1
0 0 0

 = P.

(δʹ) ■ dim(range(P )) = 2

αφού το P έχει δύο γραµµικά ανεξάρτητες στήλες.

(εʹ) Ο µετασχηµατισµός T : R3 → R3 µε T (x) = 3Px είναι γραµµικός. Σ Λ
αφού το 3P = P ′ είναι µητρώο και ο µετασχηµατισµός T (x) = P ′x είναι το τυπικό παρά-
δειγµα γραµµικού µετασχηµατισµού.
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Θ6. Εάν x και y είναι µη συγγραµικά διανύσµατα στο Rn µε ∥y∥ = 1, να ϐρεθούν όλες οι τιµές της
παραµέτρου a ώστε

∥x− ay∥ =
√
∥x∥2 + 1.

Σε ΚΑΘΕ σκονάκι πρέπει να αναφέρεται ότι

∥u∥2 = ⟨u,u⟩,

σχέση επαγόµενης νόρµας και εσωτερικού γινοµένου. ΄Ετσι υψώνοντας στο τετράγωνο τη δοσµένη
ισότητα έχουµε

∥x− ay∥2 = ∥x∥2 + 1 ⇔ ⟨x− ay,x− ay⟩ = ∥x∥2 + 1

⇔ ⟨x,x⟩ − 2⟨x, ay⟩+ ⟨ay, ay⟩ = ∥x∥2 + 1

⇔ ∥x∥2 − 2a⟨x,y⟩+ a2∥y∥2 = ∥x∥2 + 1

⇔ a2 − 2a⟨x,y⟩ − 1 = 0.

Λύνοντας την εξίσωση ϐρίσκουµε τις δύο τιµές του a

a = ⟨x,y⟩ ±
√
⟨x,y⟩2 + 1.

Τι είδανε τα µάτια των διδασκόντων δεν περιγράφεται. Λαγοί και περιστέρια, καµηλοπαρδάλεις
και λιοντάρια να ϐγαίνουν από το καπέλο του µάγου και άλλα πολλά !

Θ7. ∆ίχως υπολογισµό, αλλά ¨µε το µάτι¨ χρησιµοποιώντας µόνο τις ιδιότητες της ορίζουσας να
ϐρείτε και να εξηγήσετε γιατί συµβαίνει αυτό τις τρεις διαφορετικές τιµές της παραµέτρου λ ώστε∣∣∣∣∣∣

λ λ λ
3 λ λ
4 5 λ

∣∣∣∣∣∣ = 0.

(αʹ) Για λ = 0, γιατί στην περίπτωση αυτή η ορίζουσα έχει µηδενική γραµµή, την πρώτη.

(ϐʹ) Για λ = 3, γιατί στην περίπτωση αυτή η ορίζουσα έχει δύο γραµµές ίσες, την πρώτη και την
δεύτερη.

(γʹ) Για λ = 5, γιατί στην περίπτωση αυτή η ορίζουσα έχει δύο στήλες ίσες, την δεύτερη και την
τρίτη.

Σε αρκετά γραπτά υπήρχε η απάντηση: για λ = 0 γιατί η διαγώνιος έχει µόνο µηδενικά. Που
είδατε ότι υπάρχει τέτοια ιδιότητα ; Για παράδειγµα∣∣∣∣∣∣

0 1 1
1 0 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣ = 2.
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Θ8. Για το µητρώο

A =

 0 0 −1
0 1 0
−1 0 0


Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές του καθώς και ένα ιδιοδιάνυσµα.

Ιδιοτιµές: Οι ιδιοτιµές είναι οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης det(λI − A) = 0, οπότε
υπολογίζουµε το χαρακτηριστικό πολυώνυµο

det(λI −A) =

∣∣∣∣∣∣
λ 0 1
0 λ− 1 0
1 0 λ

∣∣∣∣∣∣ = (λ− 1)

∣∣∣∣λ 1
1 λ

∣∣∣∣ = (λ− 1)(λ2 − 1) = (λ− 1)2(λ+ 1),

όπου αναπτύξαµε την ορίζουσα ως προς τη δεύτερη γραµµή. Εποµένως οι ιδιοτιµές είναι λ1 = λ2 = 1
και λ3 = −1 (τρεις ιδιοτιµές για το 3× 3 µητρώο).

Ιδιοδιανύσµατα: Για λ = 1 λύνουµε την εξίσωση Ax = 1x ισοδύναµα (I −A)x = 0, ισοδύναµα
από τον υπολογισµό της ορίζουσας (γιατί επιλέξαµε λ = 1;) έχουµε1 0 1

0 0 0
1 0 1

x1
x2
x3

 =

0
0
0

 ⇔

x1 + x3
0

x1 + x3

 =

0
0
0

 ⇔ x1 = −x3.

Εποµένως όλα τα διανύσµατα της µορφής x
y
−x

 = x

 1
0
−1

+ y

0
1
0


είναι ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχύν στην ιδιοτιµή λ = 1. Η τελευταία σχέση δείχνει ότι η αλγεβρική
πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λ = 1 είναι ίση µε τη γεωµετρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής. Σαν
ιδιοδιάνυσµα µπορούµε να πάρουµε για παράδειγµα 1

0
−1

 ή

 1
1
−1

 ή

0
1
0

 κλπ.

Το δοσµένο µητρώο δεν είναι διαγώνιο, ή τριγωνικό, ούτε οι ιδιοτιµές του ϐρίσκονται στην κύρια
διαγώνιο όπως διάβασα σε αρκετά γραπτά. ΄Ενα συµµετρικό µητρώο είναι, επιλεγµένο ώστε οι πράξεις
που απαιτείται να εκτελεστούν να είναι εύκολες, ϐλέπε τον υπολογισµό της ορίζουσας παραπάνω.
Είναι στοιχειώδες να γνωρίζετε πριν την εξέταση τα είδη των µητρώων και τις σχετικές ιδιότητες. Αν
δεν τα γνωρίζετε γράψτε τα στο σκονάκι. Απλά πράγµατα.


