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Πανεπιστηµιο Πατρων – Πολυτεχνικη Σχολη
Τµηµα Μηχανικων Η/Υ & Πληροφορικης

ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΑΛΓΕΒΡΑ
ΕΓΕΣ 29 Αυγούστου 2023

Συµπληρώστε τα στοιχεία σας.

επωνυµο: ονοµα:

αρ. µητρωου: ετος εισαγωγης :

αιθουσα : στηλη: µοναδεσ:

Οδηγίες/Επεξηγήσεις

Στο διαγώνισµα υπάρχουν εννέα (9) προβλήµατα µε ερωτήσεις

• του τύπου ‘‘Σωστό/Λάθος’’ και καλείσθε, µετά από ένα σύντοµο έλεγχο να κυκλώσετε τη
σωστή απάντηση.

• µε την ένδειξη ■ στα οποία πρέπει να δώσετε, δίχως αιτιολόγηση, την τελική απάντηση ή
λύση, µετά από σχετική προεργασία στο πρόχειρο.

• µε την ένδειξη □ στα οποία καλείσθε να δώσετε µια πλήρη αλλά ‘‘οικονοµική απόδειξη-λύση’’
για το Ϲητούµενο στο χώρο που παρέχεται.

Σε όλες τις περιπτώσεις συστήνεται και σε κάποιες επιβάλλεται να ‘‘δουλέψετε’’ κάθε ερώτηµα ή
υποερώτηµα στο πρόχειρο ώστε η απάντησή σας να µην είναι τυχαία. Ως πρόχειρο µπορείτε να
χρησιµοποιήσετε τις λευκές σελίδες (άρτιες) του ϕυλλαδίου.

Η διάρκεια της εξέτασης είναι 2 ώρες και 15 λεπτά. Η παράδοση των γραπτών αρχίζει 50
λεπτά µετά από την έναρξη της εξέτασης.

Καλή Επιτυχία !

Λύσεις και Σχόλια
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Θ1. Τα µητρώα A και B είναι τέτοια ώστε το γινόµενο ABT ορίζεται.
Αν το A είναι n×m, το BT πρέπει να είναι m× k, οπότε το B είναι k ×m.

(αʹ) Το BAT ορίζεται. Σ Λ
Εδώ οι διαστάσεις κατά τη σειρά του γινοµένου, είναι (k × m)(m × n), άρα το γινόµενο
ορίζεται.
∆ιαφορετικά, αφού το ABT ορίζεται, ορίζεται και το ανάστροφο (ABT)T = (BT)TAT = BAT.

(ϐʹ) Το ATB ορίζεται. Σ Λ
Οι διαστάσεις κατά τη σειρά του γινοµένου, είναι (m×n)(k×m), κατά συνέπεια το γινόµενο
δεν ορίζεται.

(γʹ) Αν το AB ορίζεται, το B είναι τετραγωνικό. Σ Λ
Οι διαστάσεις κατά τη σειρά του γινοµένου, είναι (n × m)(k × m) και αφού το γινόµενο
ορίζεται ϑα πρέπει να είναι k = m, κατά συνέπεια το B έχει διάσταση m ×m, ισοδύναµα
το B είναι τετραγωνικό.

Θ2. Θεωρήστε το υποσύνολο των µητρώων

M =

{0 a b
0 0 c
d 0 0

 : a, b, c, d ∈ R
}
.

(αʹ) Το M είναι διανυσµατικός υπόχωρος του R3×3. Σ Λ
Αν A,B είναι στοιχεία του M και λ είναι πραγµατικός αριθµός τα A+B και λA διατηρούν
τα µηδενικά στοιχεία στις ίδιες ϑέσεις, οπότε A+B ∈ M και λA ∈ M.

(ϐʹ) ■ Αν A ∈ M ϐρείτε τιµές στα a, b, c, d ώστε το A να είναι ορθογώνιο.
΄Ενα µητρώο είναι ορθογώνιο αν και µόνο αν οι στήλες του, ως διανύσµατα, είναι ορθογώνιες
µεταξύ τους και επιπλέον το µέτρο κάθε µιας είναι ίσο µε ένα. ΄Ετσι ‘‘µε το µάτι’’ d = ±1,
a = ±1 και επειδή το εσωτερικό γινόµενο της δεύτερης και της τρίτης στήλης είναι ab ϑα
πρέπει b = 0, αφού a = ±1, οπότε c = ±1. Τελικά ϑα πρέπει a = ±1, b = 0, c = ±1,
d = ±1.

(γʹ) □ Αν A ∈ M ϐρείτε συνθήκες στα a, b, c, d ώστε να υπάρχει το A−1.
΄Ενα µητρώο είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν οι στήλες του είναι γραµµικά ανεξάρτητες,
έτσι και πάλι ‘‘µε το µάτι’’ ϑέλουµε d ̸= 0, a ̸= 0 και c ̸= 0. Σηµειώστε ότι αν a = 0, ή d = 0
το µητρώο περιέχει τουλάχιστον µία µηδενική στήλη, οπότε δεν αντιστρέφεται.
∆ιαφορετικά, ένα µητρώο είναι αντιστρέψιµο αν και µόνο αν η ορίζουσά του είναι διάφορη
του µηδενός, οπότε αναπτύσοντας την ορίζουσα ως προς την πρώτη στήλη ϐρίσκουµε∣∣∣∣∣∣

0 a b
0 0 c
d 0 0

∣∣∣∣∣∣ = d

∣∣∣∣a b
0 c

∣∣∣∣ = dac ̸= 0,

οπότε a ̸= 0, c ̸= 0 και d ̸= 0, όπως πριν.

Τα δύο αυτά προβλήµατα εξετάζουν στοιχειώδη γνώση. Αν κάποιος/κάποια δεν µπορεί να απαν-
τήσει ή να τα λύσει τότε υπάρχει σοβαρό πρόβληµα.
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Θ3. Εάν ∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 3,

υπολογίστε τις ορίζουσες

(αʹ) ■

∣∣∣∣∣∣
a1 c1 b1
a2 c2 b2
a3 c3 b3

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = −3.

Βλέπε ∆ιάλεξη 11, σελίδα 9, και det(AT) = detA.

(ϐʹ) ■

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 3a3
b1 b2 3b3
3c1 3c2 9c3

∣∣∣∣∣∣ = 3

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
3c1 3c2 3c3

∣∣∣∣∣∣ = 32

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = 33.

Η ορίζουσα είναι γραµµική ως προς κάθε στήλη, ή κάθε γραµµή χωριστά.

Το πρόβληµα εξετάζει τις στοιχειώδεις ιδιότητες της ορίζουσας. Τι είδαν τα µάτια µου ! Ακόµα
ότι det(AT) = 1/detA. Μα στο ‘‘σκονάκι’’ (το χειρόγραφο δισέλιδο) δεν γράφετε τις ιδιότητες της
ορίζουσας αφού δεν τις γνωρίζετε ;

Θ4. ΄Εστω U = {u1,u2,u3} και έστω V = {v1,v2,v3} δύο ϐάσεις για τον R3, και έστω F : R3 → R3

ένας γραµµικός µετασχηµατισµός τέτοιος ώστε

F (u1) = v2 + v3 F (u2) = v1 − v2 F (u3) = v1.

(αʹ) ■ F (0) = 0.
Αυτή είναι χαρακτηριστική ιδιότητα κάθε γραµµικού µετασχηµατισµού αφού

F (0) = F (0+ 0) ⇒ F (0) = F (0) + F (0)

⇒ 0 = F (0) + F (0)− F (0)

⇒ 0 = F (0).

Βλέπε ∆ιάλεξη 13, σελίδα 7.

(ϐʹ) ■ Αν A είναι το µητρώο αναπαράστασης του F ως προς τις ϐάσεις U και V, τότε

A =

0 1 1
1 −1 0
1 0 0

 .

Η πρώτη στήλη του A περιέχει µε τη σειρά τους συντελεστές των v1,v2,v3 στο ανάπτυγµα
του F (u1), η δεύτερη τους αντίστοιχους συντελεστές στο ανάπτυγµα του F (u2) και ούτω
καθεξής. Βλέπε ∆ιάλεξη 13, σελίδα 20.
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Θ5. ΄Εστω P ένα n× n µητρώο ώστε P 2 = P .

(αʹ) □ ∆είξτε ότι (I − P )2 = I − P .
Πολλοί/πολλές έγραψαν ότι (I−P )2 = I2−2IP +P 2. Γενικά (A+B)2 ̸= A2+2AB+B2,
αφού

(A+B)2 = (A+B)(A+B) = A2 +AB +BA+B2

και AB ̸= BA. Στη συγκεκριµµένη όµως περίπτωση συµβαίνει να ισχύει ότι (I − P )2 =
I2 − 2IP + P 2 µόνο και µόνο επειδή IP = PI = P . Και αν στα Θ1., Θ2., Θ3. που είναι
στοιχειώδη, δώσατε λάθος απαντήσεις πως µπορεί ο εξεταστής να πεισθεί ότι γράφοντας
(I −P )2 = I2 − 2IP +P 2 πάρθηκε υπόψη ότι PI = IP και ότι δεν το γράψατε απλά όπως
γράφετε την αντίστοιχη ταυτότητα για πραγµατικούς αριθµούς ;
Η ϕυσιολογική προσέγγιση

(I − P )2 = (I − P )(I − P ) = I2 − IP − PI + P 2 = I − P − P + P = I − P.

Καθαρά πράγµατα. Τόσο δύσκολο πια ;

(ϐʹ) ■ Το P είναι µητρώο προβολής και προβάλλει επί του χώρου των στηλών rangeP του P , το
I − P προβάλλει επί του null(P⊥),
αφού

Rn = range(P )⊕ (range(P ))⊥ = range(P )⊕ null(P⊥)

από το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα.
Βλέπε ∆ιάλεξη 9 σελίδα 16. Μα τι επιλέγετε να γράψετε στο ‘‘σκονάκι’’;

Θ6. ΄Ενα 3× 3 µητρώο A έχει ιδιοτιµές λ1 = −2, λ2 = λ3 = 1 µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα

x1 =

 1
−1
0

 , x2 =

0
1
0

 , x3 =

−1
0
1

 .

(αʹ) Το µητρώο A είναι διαγωνοποιήσιµο. Σ Λ
ΣΩΣΤΟ, αφού τα τρία ιδιοδιανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα (γιατί ;).

(ϐʹ) Αν p(λ) = λ3 + a2λ
2 + a1λ+ a0 είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A, τότε

i. a2 = λ1 + λ2 + λ3 = 0 ii. a0 = −λ1λ2λ3 = 2

Αφού οι ιδιοτιµές είναι οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου και ο συντελεστής του
µεγιστοβάθµιου όρου του πολυωνύµου είναι ένα, έχουµε

p(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2)(λ− λ3)

= λ3 − (λ1 + λ2 + λ3)λ
2 + (λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3)λ− λ1λ2λ3.

Βλέπε ∆ιάλεξη 12, σελίδα 14.
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Θ7. □ ∆ίνεται το σύστηµα (Βλέπε Ασκήσεις 4η σειρά, ΄Ασκηση 4.)

x+ 2y + z = a

2x− 2y + 3z = 2

x+ 2y + a2z = 1

όπου a είναι µία πραγµατική παράµετρος. Βρείτε συνθήκες για την παράµετρο ώστε το σύστηµα
να έχει (i) καµία λύση, (ii) µία µόνο λύση, ή (iii) άπειρες λύσεις.
Για το επαυξηµένο µητρώο του συστήµατος ϐρίσκουµε µε απαλοιφή Gauss1 2 1 a

2 −2 3 2
1 2 a2 1

 →

1 2 1 a
0 −6 1 2− a
0 0 a2 − 1 1− a

 .

Το αρχικό 1 στην πρώτη γραµµή του κλιµακωτού µητρώου είναι οδηγός, ενώ το −6 στη δεύτερη
γραµµή είναι σε ϑέση οδηγού, σε επόµενο ϐήµα που δεν χρειάζεται να γίνει αντικαθίσταται µε
1, κατά συνέπεια η ύπαρξη ή µη λύσης ή λύσεων καθορίζεται από την τρίτη γραµµή, ισοδύναµα
από την εξίσωση

(a2 − 1)z = 1− a ⇔ (a− 1)(a+ 1)z = 1− a

΄Ετσι έχουµε:

i. Καµία λύση ή αδύνατο : αν a2 − 1 = 0 και 1− a ̸= 0, ισοδύναµα a = −1.

ii. Μία λύση: το µητρώο των συντελεστών περιέχει τρεις οδηγούς, ισοδύναµα a2 − 1 ̸= 0,
ισοδύναµα a ̸= ±1.

iii. ΄Απειρες λύσεις : το επαυξηµένο µητρώο περιέχει µια τουλάχιστον µηδενική γραµµή, ισοδύ-
ναµα a2 − 1 = 0 και 1− a = 0, ισοδύναµα a = 1.

Το σύστηµα δεν το µελετήσαµε µε τις τεχνικές που µαθαίνουµε στο Γυµνάσιο-Λύκειο, αν και
ϑα µπορούσαµε, αλλά µε τον συστηµατικό, κοµψό και αποτελεσµατικότατο τρόπο που παρέ-
χει η Γραµµική ΄Αλγεβρα. Και ϐέβαια δεν νοείται ϕοιτητής/φοιτήτρια που έχει παρακολουθήσει
Γραµµική ΄Αλγεβρα να µη µπορεί να εκτελέσει µε επιτυχία µια διαδικασία απαλοιφής σε απλές
περιπτώσεις όπως η παραπάνω. Και όµως το τι λάθη γίνονται δεν λέγεται, από αριθµητικά (πολ-
λαπλασιασµός και πρόσθεση ή αφαίρεση) έως ουσιαστικά, όπως να γίνει απαλοιφή στο µητρώο
των συντελεστών µόνο και οι σταθερές να παραµένουν οι ίδιες.
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Θ8. Αν το µητρώο R είναι η ανηγµένη κλιµακωτή µορφή του M

M =

 1 −2 −1
−1 1 2
2 −5 −1

 R =

1 0 −3
0 1 −1
0 0 0

 ,

(αʹ) □ Να ϐρείτε µια ϐάση για τον χώρο στηλών ή εικόνα (rangeM ) του M .
Η πρώτη και δεύτερη στήλη του R είναι οι στήλες των οδηγών, άρα είναι γραµµικά ανεξάρ-
τητες, το ϐλέπουµε εξάλλου, κατά συνέπεια η πρώτη και δεύτερη στήλη του M παράγουν
το χώρο στηλών, ή rangeM , έτσι µια ϐάση του χώρου στηλών είναι η

B =

{ 1
−1
2

 ,

−2
1
−5

}
.

(ϐʹ) □ Να ϐρείτε µια ϐάση για το µηδενόχωρο (nullM ) του M .
Αν το διάνυσµα x είναι στοιχείο του µηδενόχωρου του M , τότε Rx = 0, ισοδύναµα{

x1 − 3x3 = 0

x2 − x3 = 0

}
⇔

{
x1 = 3x3

x2 = x3

}
⇔ x =

3t
t
t

 = t

3
1
1

 ,

άρα µια ϐάση για το µηδενόχωρο του M είναι η

B′ =

{3
1
1

}
.
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Θ9. □ Αν u και v είναι µη µηδενικά διανύσµατα του R3, όπως στο σχήµα, να ϐρεθεί ο πραγµατικός
αριθµός a για τον οποίο η απόσταση µεταξύ u και av είναι η ελάχιστη δυνατή, ισοδύναµα να
ϐρεθεί το

min
a∈R

∥u− av∥

Η γεωµετρική µατιά: Αν το a διατρέχει τους πραγµατικούς αριθµούς το av διατρέχει την

u

v
(a = 1)av av

ευθεία που παράγει το v (µονοδιάστατο διανυσµατικό χώρο). Απ΄ όλα τα τρίγωνα µε ‘‘πλευρές’’
u, av και u − av εκείνο του οποίου η u − av είναι η ελάχιστη δυνατή είναι το ορθογώνιο µε
υποτείνουσα το u, δηλαδή όταν u − av ⊥ av, ισοδύναµα όταν το av είναι η προβολή του u επί
της ευθείας δια του v. ΄Ετσι από το πυθαγόρειο ϑεώρηµα υπολογίζουµε

∥av∥2 + ∥u− av∥2 = ∥u∥2 ⇒ a2∥v∥2 + ⟨u− av,u− av⟩ = ∥u∥2

⇒ a2∥v∥2 + ∥u∥2 − 2a⟨u,v⟩+ a2∥v∥2 = ∥u∥2

⇒ 2a(a∥v∥2 − ⟨u,v⟩) = 0

⇒ a =
⟨u,v⟩
∥v∥2

(a ̸= 0).

Η γραµµοαλγεβρική µατιά: ΄Οπως είδαµε και παραπάνω ϑέλουµε

av = projv u = ⟨u, v

∥v∥
⟩ v

∥v∥
(v/∥v∥ µοναδιαίο)

=
⟨u,v⟩
∥v∥2

v

οπότε a = ⟨u,v⟩/∥v∥2, όπως ϐρήκαµε µε τη γεωµετρική προσέγγιση.
Βλέπε ∆ιάλεξη 9, σελίδες 23-27.

Χρησιµοποιώντας τεχνικές Απειροτικού Λογισµού: Επειδή

∥u− av∥2 = ⟨u− av,u− av⟩
= ∥u∥2 − 2a⟨u,v⟩+ a2∥v∥2

= f(a)

(κυρτή παραβολή) το ελάχιστο της f συµβαίνει εκεί που µηδενίζεται η παράγωγος, ισοδύναµα

f ′(a) = −2⟨u,v⟩+ 2a∥v∥2 = 0 ⇒ a =
⟨u,v⟩
∥v∥2

.


