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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 6. Υπόχωροι, ϐάση και διάσταση διανυσµατικού χώρου

Επισκόπηση

΄Εχοντας µελετήσει τη σχετική ϑεωρία ϑα πρέπει να έχουµε κατανοήσει τις παρακάτω ϐασικές έννοιες :

1. ∆ιανυσµατικός χώρος, διανυσµατικός υπόχωρος

2. Γραµµική εξάρτηση/ανεξαρτησία διανυσµάτων

3. Βάση και διάσταση διανυσµατικού χώρου

Συνοψίζοντας : Αν u1,u2, . . . ,un είναι διανύσµατα του διανυσµατικού χώρου X,

♦ Το σύνολο των γραµµικών συνδυασµών των uk δηλαδή το

span{u1,u2, . . . ,un}

είναι υπόχωρος του X.

♦ Οι παρακάτω εκφράσεις είναι ισοδύναµες

(αʹ) Τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

(ϐʹ) Κάποιο από τα διανύσµατα αυτά εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων.

(γʹ) Υπάρχουν σταθερές c1, c2, . . . , cn µε µία τουλάχιστον από αυτές διάφορη του µηδενός, ώστε

c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun = 0.

♦ Οι παρακάτω εκφράσεις είναι ισοδύναµες

(αʹ) Τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(ϐʹ) ∆εν υπάρχει uk που να εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων.

(γʹ) Αν για τις σταθερές c1, c2, . . . , cn ισχύει

c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun = 0,

τότε c1 = c2 = · · · = cn = 0.

♦ Τα διανύσµατα u1,u2, . . . ,un αποτελούν µια ϐάση του X αν και µόνο αν

(αʹ) Τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα και

(ϐʹ) X = span{u1,u2, . . . ,un}

♦ Αν B = {u1,u2, . . . ,un} είναι µια ϐάση του X, τότε dimX = n. Κάθε ϐάση του X περιέχει
ακριβώς n διανύσµατα.
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Ασκήσεις

1. ∆είξτε ότι κάθε ένα από τα παρακάτω υποσύνολα του R3 είναι διανυσµατικός υπόχωρος

(αʹ) U =

{x
y
z

 : x, y, z ∈ R µε x+ 2y + z = 0

}
.

(ϐʹ) V =

{x
y
z

 : x, y, z ∈ R µε x = y και 2y = z

}
.

(γʹ) W =

{x
y
z

 : x, y, z ∈ R µε x+ y = z

}
.

2. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος και V και W υπόχωροι του X.

(αʹ) ∆είξτε ότι το V ∩W είναι υπόχωρος του X.

(ϐʹ) Ορίζουµε το άθροισµα

V +W = {v + w : v ∈ V και w ∈ W}.

∆είξτε ότι το V +W είναι υπόχωρος του X.

3. Εξηγήστε γιατί τα διανύσµατα

u1 =

1
1
0

 , u2 =

1
1
1

 , u3 =

0
0
1


δεν αποτελούν ϐάση για τον R3. Στη συνέχεια ϐρείτε το span{u1,u2,u3}.

4. ∆είξτε ότι το σύνολο των διανυσµάτων B = {1, x, x2, . . . , xn} είναι µια ϐάση για τον Pn. Συµπε-
ϱάνατε ότι dimPn = n+ 1.

5. ΄Εστω P∗
3 το σύνολο των πολυωνύµων του P3 µε µηδενικό σταθερό όρο, P∗

3 = {p ∈ P3 : p(0) = 0}.

(αʹ) ∆είξτε ότι το P∗
3 είναι υπόχωρος του P3.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον P∗
3.

6. Εάν τα διανύσµατα u1,u2,u3 κάποιου διανυσµατικού χώρου X είναι γραµµικά ανεξάρτητα,
εξετάστε ως προς την ανεξαρτησία τα διανύσµατα

(αʹ) v1 = u2 + u3, v2 = u1 + u3, v3 = u1 + u2.

(ϐʹ) w1 = u2 − u3, w2 = u3 − u1, w3 = u1 − u2.

7. ΄Εστω V ο υπόχωρος του C(R) που παράγεται από τα διανύσµατα v1 = cos2 x, v2 = sin2 x, και
v3 = cos 2x.

(αʹ) ∆είξτε ότι το {v1,v2,v3} δεν είναι ϐάση για τον V .

(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον V .

8. Να ϐρεθούν ϐάσεις για κάθε έναν υπόχωρο των διανυσµάτων
(
x y z

)T του R3 για τον οποίο

(αʹ) x = y = z.

(ϐʹ) ax+ by + cz = 0, όπου a, b, c είναι πραγµατικές σταθερές µε a ̸= 0.
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9. ΄Εστω ότι W είναι υπόχωρος του πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικού χώρου X, και έστω
BW = {w1,w2, . . . ,wn} να είναι µια ϐάση για τον W . Αποδείξτε ότι η BW µπορεί να εµπλου-
τισθεί µε στοιχεία v1, . . . ,vk του X ώστε το {w1, . . . ,wn,v1, . . . ,vk} να είναι µια ϐάση για τον
X, ϐλέπε Παράδειγµα 7, ∆ιάλεξη 6.

10. ΄Εστω

V =

{ x
y

2x+ y

 : x, y ∈ R

}
.

∆είξτε ότι

(αʹ) Το V µε τις πράξεις του R3 αποτελεί υπόχωρο του R3.

(ϐʹ) dimV = 2.

(γʹ) Να ϐρεθεί υπόχωρος W του R3, ώστε R3 = V +W .

(δʹ) Ποια είναι η διάσταση του W , (dimW = ;).

(εʹ) Είναι ο W ο µοναδικός υπόχωρος για τον οποίο R3 = V +W .


