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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 6. Υπόχωροι, ϐάση και διάσταση διανυσµατικού χώρου

Επισκόπηση

΄Εχοντας µελετήσει τη σχετική ϑεωρία ϑα πρέπει να έχουµε κατανοήσει τις παρακάτω ϐασικές έννοιες :

1. ∆ιανυσµατικός χώρος, διανυσµατικός υπόχωρος

2. Γραµµική εξάρτηση/ανεξαρτησία διανυσµάτων

3. Βάση και διάσταση διανυσµατικού χώρου

Συνοψίζοντας : Αν u1,u2, . . . ,un είναι διανύσµατα του διανυσµατικού χώρου X,

♦ Το σύνολο των γραµµικών συνδυασµών των uk δηλαδή το

span{u1,u2, . . . ,un}

είναι υπόχωρος του X.

♦ Οι παρακάτω εκφράσεις είναι ισοδύναµες

(αʹ) Τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

(ϐʹ) Κάποιο από τα διανύσµατα αυτά εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων.

(γʹ) Υπάρχουν σταθερές c1, c2, . . . , cn µε µία τουλάχιστον από αυτές διάφορη του µηδενός, ώστε

c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun = 0.

♦ Οι παρακάτω εκφράσεις είναι ισοδύναµες

(αʹ) Τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(ϐʹ) ∆εν υπάρχει uk που να εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων.

(γʹ) Αν για τις σταθερές c1, c2, . . . , cn ισχύει

c1u1 + c2u2 + · · ·+ cnun = 0,

τότε c1 = c2 = · · · = cn = 0.

♦ Τα διανύσµατα u1,u2, . . . ,un αποτελούν µια ϐάση του X αν και µόνο αν

(αʹ) Τα διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα και

(ϐʹ) X = span{u1,u2, . . . ,un}

♦ Αν B = {u1,u2, . . . ,un} είναι µια ϐάση του X, τότε dimX = n. Κάθε ϐάση του X περιέχει
ακριβώς n διανύσµατα.
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Ασκήσεις

1. ∆είξτε ότι κάθε ένα από τα παρακάτω υποσύνολα του R3 είναι διανυσµατικός υπόχωρος

(αʹ) U =

{x
y
z

 : x, y, z ∈ R µε x+ 2y + z = 0

}
.

(ϐʹ) V =

{x
y
z

 : x, y, z ∈ R µε x = y και 2y = z

}
.

(γʹ) W =

{x
y
z

 : x, y, z ∈ R µε x+ y = z

}
.

2. ΄Εστω X ένας διανυσµατικός χώρος και V και W υπόχωροι του X.

(αʹ) ∆είξτε ότι το V ∩W είναι υπόχωρος του X.

(ϐʹ) Ορίζουµε το άθροισµα

V +W = {v + w : v ∈ V και w ∈ W}.

∆είξτε ότι το V +W είναι υπόχωρος του X.

3. Εξηγήστε γιατί τα διανύσµατα

u1 =

1
1
0

 , u2 =

1
1
1

 , u3 =

0
0
1


δεν αποτελούν ϐάση για τον R3. Στη συνέχεια ϐρείτε το span{u1,u2,u3}.

4. ∆είξτε ότι το σύνολο των διανυσµάτων B = {1, x, x2, . . . , xn} είναι µια ϐάση για τον Pn. Συµπε-
ϱάνατε ότι dimPn = n+ 1.

5. ΄Εστω P∗
3 το σύνολο των πολυωνύµων του P3 µε µηδενικό σταθερό όρο, P∗

3 = {p ∈ P3 : p(0) = 0}.

(αʹ) ∆είξτε ότι το P∗
3 είναι υπόχωρος του P3.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον P∗
3.

6. Εάν τα διανύσµατα u1,u2,u3 κάποιου διανυσµατικού χώρου X είναι γραµµικά ανεξάρτητα,
εξετάστε ως προς την ανεξαρτησία τα διανύσµατα

(αʹ) v1 = u2 + u3, v2 = u1 + u3, v3 = u1 + u2.

(ϐʹ) w1 = u2 − u3, w2 = u3 − u1, w3 = u1 − u2.

7. ΄Εστω V ο υπόχωρος του C(R) που παράγεται από τα διανύσµατα v1 = cos2 x, v2 = sin2 x, και
v3 = cos 2x.

(αʹ) ∆είξτε ότι το {v1,v2,v3} δεν είναι ϐάση για τον V .

(ϐʹ) Να ϐρεθεί µια ϐάση για τον V .

8. Να ϐρεθούν ϐάσεις για κάθε έναν υπόχωρο των διανυσµάτων
(
x y z

)T του R3 για τον οποίο

(αʹ) x = y = z.

(ϐʹ) ax+ by + cz = 0, όπου a, b, c είναι πραγµατικές σταθερές µε a ̸= 0.
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9. ΄Εστω ότι W είναι υπόχωρος του πεπερασµένης διάστασης διανυσµατικού χώρου X, και έστω
BW = {w1,w2, . . . ,wn} να είναι µια ϐάση για τον W . Αποδείξτε ότι η BW µπορεί να εµπλου-
τισθεί µε στοιχεία v1, . . . ,vk του X ώστε το {w1, . . . ,wn,v1, . . . ,vk} να είναι µια ϐάση για τον
X, ϐλέπε Παράδειγµα 7, ∆ιάλεξη 6.

10. ΄Εστω

V =

{ x
y

2x+ y

 : x, y ∈ R

}
.

∆είξτε ότι

(αʹ) Το V µε τις πράξεις του R3 αποτελεί υπόχωρο του R3.

(ϐʹ) dimV = 2.

(γʹ) Να ϐρεθεί υπόχωρος W του R3, ώστε R3 = V +W .

(δʹ) Ποια είναι η διάσταση του W , (dimW = ;).

(εʹ) Είναι ο W ο µοναδικός υπόχωρος για τον οποίο R3 = V +W .

ΛΥΣΕΙΣ

1. (αʹ) Πρώτος τρόπος. Αν v,w ∈ U , τότε

v =

 x1
y1

−x1 − 2y1

 , w =

 x2
y2

−x2 − 2y2


και αν λ, µ είναι πραγµατικές σταθερές τότε

λv + µw = λ

 x1
y1

−x1 − 2y1

+ µ

 x2
y2

−x2 − 2y2


=

 λx1 + µx2
λy1 + µy2

−λx1 − 2λy1 − µx2 − 2µy2


=

 λx1 + µx2
λy1 + µy2

−λx1 − µx2 − 2λy1 − 2µy2


=

 x
y

−x− 2y

 x = λx1 + µx2
y = λy1 + µy2

εποµένως λv + µw ∈ U , συνεπώς το U είναι διανυσµατικός υπόχωρος του R3.

∆εύτερος τρόπος. Αν u ∈ U , τότε έχουµε

v =

 x
y

−x− 2y

 =

 x
0
−x

+

 0
y
−2

 = x

 1
0
−1

+ y

 0
1
−2


έτσι

U = span

{ 1
0
−1

 ,

 0
1
−2

}

κατά συνέπεια το U είναι υπόχωρος του R3.
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(ϐʹ) Αν v ∈ V , τότε

v =

 x
x
2x

 = x

1
1
2

 ⇒ V = span

{ 1
1
−2

}

άρα το V είναι υπόχωρος του R3.

(γʹ) Παρόµοιο µε το (α΄).

2. (αʹ) Αν x, y ∈ V ∩ W και λ, µ ∈ R, τότε x, y ∈ V και x, y ∈ W και επείδή οι V και W είναι
υπόχωροι του X έπεται ότι λx+ µy ∈ V και λx+ µy ∈ W , εποµένως λx+ µy ∈ V ∩W ,
άρα το V ∩W είναι υπόχωρος του X.

(ϐʹ) Αν x, y ∈ V +W , τότε υπάρχουν διανύσµατα v1, v2 ∈ V και w1, w2 ∈ W , ώστε

x = v1 + w1 και y = v2 + w2,

έτσι αν λ, µ ∈ R, τότε

λx+ µy = λ(v1 + w1) + µ(v2 + w2)

= (λv1 + µv2) + (λw1 + µw2) (από τις ιδιότητες των πράξεων)
= v + w (v = λv1 + µv2 και w = λw1 + µw2)

αφου οι V,W είναι υπόχωροι του X. ΄Ετσι λx+ µy ∈ V +W , ισοδύναµα το V +W είναι
υπόχωρος του X.

3. Τρία διανύσµατα στον R3 αποτελούν ϐάση αν είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Παρατηρούµε ότι

u2 = u1 + u3 (1)

δηλαδή το u3 εκφράζεται ως γραµµικός συνδυασµός των u1 και u2, συνεπώς τα τρία διανύσµατα
είναι γραµµικά εξαρτηµένα, συνεπώς δεν αποτελούν ϐάση για τον R3.

Αν V = span{u1,u2,u3}, συνέπεια της (1), και επειδή τα u1 και u3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα
(γιατί ;), είναι

V = span{u1,u2,u3} = span{u1,u3}.

΄Ετσι αν v ∈ V τότε υπάρχουν σταθερές r, s ώστε v = ru1 + su3, ισοδύναµα

v = r

1
1
0

+ s

0
0
1

 =

r
r
0

+

0
0
s

 =

r
r
s


κατά συνέπεια

V =

{a
a
b

 : a, b ∈ R
}
.

Παρατήρηση. Η γεωµετρική εικόνα του V είναι το επίπεδο (διδιάστατος υπόχωρος του R3) που
περιέχει την ευθεία y = x, του xy-επιπέδου και τον z-άξονα, ϐλέπε Σξήµα 1.

4. Σχόλιο. Τα πολυώνυµα είναι συναρτήσεις f, g, p, q, . . . και µια συνάρτηση, συνήθως, δηλώνεται
µε τον τύπο της δηλαδή µε την τιµή της f(x), g(x), p(x), q(x), . . . σε κάθε x του πεδίου ορισµού
της. ΄Ετσι ϑα έπρεπε να γράψουµε B = {p0, p1, p2, . . . , pn} όπου p0(x) = 1, pk(x) = xk,
k = 1, 2, . . . , n. Αντ΄ αυτού, για οικονοµία, γράφουµε κατευθείαν τις τιµές των πολυωνύµων,
p0, p1, p2, . . . , pn στην αναγραφή των στοιχείων του B.
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V

x

y

z

x = y

V = span

{1
1
0

 ,

0
0
1

}

V = W + Z, όπου

W = span

{1
1
0

}
, Z = span

{0
0
1

}

Σχήµα 1: ΄Ασκηση 3.

(αʹ) Pn = spanB.
Κάθε στοιχείο του B είναι στοιχείο του Pn κατά συνέπεια το B είναι υπόχωρος του Pn, ειδικά
spanB ⊆ Pn. Αν p είναι ένα τυχαίο πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ n (p ∈ Pn) τότε

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n (2)

είναι δηλαδή το p γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων του B, κατά συνέπεια p ∈ spanB,
ισοδύναµα Pn ⊆ spanB. ΄Ετσι τελικά Pn = spanB.

(ϐʹ) Τα στοιχεία του B είναι γραµµικά ανεξάρτητα.
Ας υποθέσουµε ότι για σταθερές c0, c1, c2, . . . , cn ισχύει1

c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n = 0, για κάθε x ∈ R. (3)

Το αριστερό µέλος της εξίσωσης στην (3) είναι ένα πολυώνυµο του Pn, έστω q και η σχέση
(3) εκφράζει το γεγονός ότι το q µηδενίζεται για όλες τις τιµές της µεταβλητής x, ειδικά για
περισσότερες τιµές απ΄ ότι το πλήθος των ϱιζών του, κατά συνέπεια το q είναι ταυτοτικά ίσο
µε µηδέν, ισοδύναµα2 c0 = c1 = · · · = cn = 0. Κατά συνέπεια τα πολυώνυµα-διανύσµατα
1, x, x2, . . . , xn είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

Από τα (α′) και (ϐ′) έπεται ότι το B είναι µια ϐάση για τον Pn.

5. (αʹ) Αρκεί να δείξουµε ότι αν p, q ∈ P∗
3 και λ, µ είναι σταθερές, τότε λp+ µq ∈ P∗

3.
Αν p, q ∈ P∗

3, λ, µ είναι σταθερές και h = λp+ µq, τότε

h(0) = λp(0) + µq(0) = 0

1Η (3) είναι συνέπεια της
c0p0 + c1p1 + c2p2 + · · ·+ cnpn = 0

όπου το 0 στο δεξί µέλος είναι το µηδενικό πολυώνυµο-διάνυσµα.
2Αν r1, r2, . . . , rn είναι οι ϱίζες του q, τότε για κάποια σταθερά c ισχύει

q(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cnx

n = c(x− r1)(x− r2) · · · (x− rn),

έτσι για x ̸= r1, r2, . . . , rn το δεξί µέλος, άρα και το q, είναι διάφορο του µηδενός, εκτός αν c = 0. Εκτελώντας τις πράξεις
στο δεξί µέλος της ισότητας και εξισώνοντας στη συνέχεια τους συντελεστές των ισοβάθµιων όρων προκύπτουν οι εκφράσεις
των συντελεστών ck µέσω των ϱιζών rk (σχέσεις ϱιζών-συντελεστών, ή σχέσεις του Vieta). Ειδικά κάθε ck είναι της µορφής c
επί µια έκφραση των r1, r2, . . . , rn, ισοδύναµα

ck = chk(r1, r2, . . . , rn), k = 0, 1, 2, . . . , n.
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αφού από την υπόθεση p(0) = q(0) = 0, άρα λp+µq ∈ P∗
3, ισοδύναµα το P∗

3 είναι υπόχωρος
του P∗

3.
(ϐʹ) Το πολυώνυµο p(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 περιέχεται στο P∗

3 αν και µόνο αν

p(0) = 0 ⇔ a0 = 0 ⇔ p(x) = a1x+ a2x
2 + a3x

3,

κατά συνέπεια κάθε πολυώνυµο του P∗
3 είναι γραµµικός συνδυασµός των x, x2, x3, ισοδύνα-

µα
P∗
3 = span{x, x2, x3}.

Επειδή τα x, x2, x3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα, ϐλέπε ΄Ασκηση 2, έπεται οτι µια ϐάση για
τον P∗

3 είναι η
B∗
3 = {x, x2, x3}.

6. (αʹ) Αν c1, c2, c3 είναι σταθερές ώστε c1v1 + c2v2 + c3v3 = 0, τότε από τον ορισµό των vk

υπολογίζουµε

c1(u2 + u3) + c2(u1 + u3) + c3(u1 + u2) = 0

(c2 + c3)u1 + (c3 + c1)u2 + (c1 + c2)u3 = 0

απ΄ όπου έπεται ότι
c2 + c3 = c3 + c1 = c1 + c2 = 0 (4)

αφού τα u1,u2,u3 είναι γραµµικά ανεξάρτητα. Προσθέτοντας τις τρεις εξισώσεις προκύπτει

2c1 + 2c2 + 2c3 = 0 ⇒ c1 + c2 + c3 = 0 (5)

Από τις (5) και (4) έπεται ότι c1 = c2 = c3 = 0, συνεπώς τα v1,v2,v3 είναι γραµµικά
ανεξάρτητα.

(ϐʹ) Αν c1, c2, c3 είναι σταθερές ώστε c1w1 + c2w2 + c3w3 = 0, τότε από τον ορισµό των wk

υπολογίζουµε

c1(u2 − u3) + c2(u3 − u1) + c3(u1 − u2) = 0

(c3 − c2)u1 + (c1 − c3)u2 + (c2 − c1)u3 = 0

απ΄ όπου, λόγω γραµµικής ανεξαρτησίας των u1,u2,u3, έπεται ότι

c3 − c2 = c1 − c3 = c2 − c1 = 0 ⇒ c1 = c2 = c3. (6)

΄Ετσι για c1 = c2 = c3 = 1 έχουµε

w1 +w2 +w3 = 0

(αποτέλεσµα που ϑα µπορούσαµε να έχουµε παρατηρήσει). Κατά συνέπεια τα w1,w2,w3

είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

7. (αʹ) Από τους τύπους του διπλασίου τόξου έχουµε

cos 2x = cos2 x− sin2 x ⇒ v3 = v1 − v2,

συνεπώς τα διανύσµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα, άρα δεν αποτελούν ϐάση.
(ϐʹ) Από το (α′) έχουµε

V = span{v1,v2,v3} = span{v1,v2}.
∆είχνοντας ότι τα v1,v2 είναι γραµµικά ανεξάρτητα προκύπτει άµεσα ότι το B = {v1,v2}
είναι µια ϐάση για τον V . Αν τα v1,v2 ήταν γραµµικά εξαρτηµένα ϑα υπήρχε σταθερά λ,
ώστε v1 = λv2, ισοδύναµα

cos2 x = λ sin2 x για κάθε x ∈ R.

Για x = π/4, επειδή cos(π/4) = sin(π/4), ϑα είχαµε ότι λ = 1, ενώ για x = π ϑα είχαµε ότι
1 = 0 το οποίο είναι αδύνατο.
Σηµειώνουµε ότι καθένα από τα {v1,v3}, {v2,v3} είναι επίσης ϐάση για τον V .
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8. (αʹ) ΄Εστω

V =

{x
y
z

 : x = y = z ∈ R

}

και αν u ∈ V , τότε για κάποιο x ∈ R είναι

u =

x
x
x

 = x

1
1
1

 ⇒ V = span

{1
1
1

}
.

Η τελευταία ισότητα εκφράζει ότι το V είναι υπόχωρος του R3, ως ολότητα γραµµικών συν-
δυασµών, και επιπλέον οτι το µονοσύνολο

BV =

{1
1
1

}

είναι µια ϐάση για τον V .

(ϐʹ) ΄Εστω

W =

{x
y
z

 : ax+ by + cz = 0, a ̸= 0

}
.

Αν u =
(
x y z

)T ∈ W , τότε

ax+ by + cz = 0 ⇒ x = − b

a
y − c

a
z.

Θέτοντας p = −b/a και q = −c/a, έχουµε

u =

py + qz
y
z

 =

py
y
0

+

qz
0
z

 = y

p
1
0

+ z

q
0
1

 .

΄Αρα

W = span

{p
1
0

 ,

q
0
1

}
.

Μια σχέση p
1
0

 = λ

q
0
1


δεν ϑα µπορούσε να συµβαίνει γιατί τότε ϑα είχαµε ότι 1 = λ0, κατά συνέπεια τα δύο
διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έτσι µια ϐάση για τον W είναι το

BW =

{p
1
0

 ,

q
0
1

}
.

9. ΄Εστω dimX = m, τότε n ≤ m.

Αν n = m, τότε W = X και η BW είναι ϐάση του X.

΄Εστω n < m. Τότε υπάρχει διάνυσµα v ∈ X, ώστε v /∈ W . Θέτουµε v1 = v και

B1 = {w1,w2, . . . ,wn,v1}.
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Τα w1,w2, . . . ,wn,v1 είναι γραµµικά ανεξάρτητα αφού τα w1,w2, . . . ,wn είναι γραµµικά α-
νεξάρτητα και το v1 δεν είναι γραµµικός συνδυασµός των w1,w2, . . . ,wn. Αν n+ 1 = m, τότε
το B1 είναι µια ϐάση του X. Αν n+ 1 < m επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία και ϐρίσκουµε το
σύνολο των γραµµικά ανεξαρτήτων διανυσµάτων

B2 = {w1,w2, . . . ,wn,v1,v2}.

Αν n + 2 = m τελειώσαµε, αφού spanB2 = X. Αν n + 2 < m συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο
ώστε να έχουµε n+ k = m.

10. (αʹ) Παρατηρούµε ότι  x
y

2x+ y

 =

 x
0
2x

+

0
y
y

 = x

1
0
2

+ y

0
1
1


συνεπώς

V = span

{1
0
2

 ,

0
1
1

}
,

εποµένως το V , ως διάνοιγµα, είναι υπόχωρος του R3.

(ϐʹ) Επειδή τα δύο διανύσµατα που παράγουν τον V στο (α΄) είναι γραµµικά ανεξάρτητα, αποτε-
λούν µια ϐάση για τον V , κατά συνέπεια dimV = 2.

(γʹ) Για το ερώτηµα αυτό µας δείχνει το δρόµο η ΄Ασκηση 8. Επιλέγουµε ένα διάνυσµα του R3

το οποίο δεν περιέχεται στον V . ΄Ενα τέτοιο είναι το

e3 =

0
0
1

 (2)(0) + 0 ̸= 0′

΄Εστω W = span{e3}. ∆είχνουµε ότι R3 = V +W .
Παρατηρούµε ότι

R3 ∋

x
y
z

 =

 x
y

2x+ y

+

 0
0

z − 2x− y

 ∈ V +W

άρα R3 = V +W . Σηµειώνουµε ότι αυτό που ουσιαστικά δείξαµε είναι ότι το{1
0
2

 ,

0
1
1

 ,

0
0
1

}

είναι µια ϐάση για τον R3 και προέκυψε εµπλουτίζοντας τη ϐάση του V µε ένα διάνυσµα
(2 + 1 = 3) του R3 εκτός του V .

(δʹ) Επειδή W = span{e3} έπεται ότι dimW = 1.

(εʹ) Η απάντηση είναι όχι, σύµφωνα µε την ΄Ασκηση 9. Στη ϑέση του e3 ϑα µπορούσαµε να
επιλέξουµε οποιοδήποτε διάνυσµα w ∈ R3 ∖ V .
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0

v2

v1

w

W = span{w}

V = span{v1,v2}

R3 = V +W


