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1. Εάν A =
(
aij
)
είναι n× n, n > 1, και aij = ij, δείξτε ότι detA = 0.

2. Εάν A =
(
aij
)
είναι n× n, n > 1, και aij = i+ j, δείξτε ότι detA = 0.

3. Εάν A =
(
aij
)
είναι n × n, n > 1, και το άθροισµα των στοιχείων κάθε γραµµής είναι ίσο µε

µηδέν, δείξτε ότι detA = 0.

4. Αποδείξτε ότι η εξίσωση της ευθείας η οποία περιέχει τα σηµεία (x1, y1) και (x2, y2) δίνεται µε
τη σχέση ∣∣∣∣∣∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

5. Εάν το A είναι ένα πραγµατικό, συµµετρικό µητρώο δείξτε ότι ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν
σε ξένες µεταξύ τους ιδιοτιµές είναι ορθογώνια.

6. Εάν το A είναι ένα πραγµατικό, συµµετρικό µητρώο, x είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του A, και v
είναι ένα διάνυσµα κάθετο στο x, δείξτε ότι και το Av είναι κάθετο στο x.

7. Εάν τα µητρώα A και B είναι όµοια, τότε έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.

8. ΄Ενα 3× 3 µητρώο A έχει ιδιοτιµές λ1 = 2, λ2 = 3 και λ3 = 3 µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα τα

x1 =

1
0
0

 , x2 =

0
1
0

 , x3 =

1
1
1

 .

(αʹ) Είναι το µητρώο A αντιστρέψιµο ; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.
(ϐʹ) Είναι το µητρώο A διαγωνοποιήσιµο ; ∆ικαιολογήστε την απάντησή σας.
(γʹ) Να ϐρεθεί το µητρώο A, µια αναπαράταση αρκεί.

9. ∆είξτε ότι ένα πραγµατικό, συµµετρικό, ϑετικά ορισµένο µητρώο έχει ϑετικές ιδιοτιµές.

10. ΄Ενας γρίφος ; Το πραγµατικό, ορθογώνιο µητρώο

Q =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
,

περιστρέφει κάθε διάνυσµα x κατά γωνία θ (κατά τη ϑετική ϕορά), κατά συνέπεια, εκτός και αν
θ = kπ, όπου k ακέραιος, τα διανύσµατα x και Qx δεν είναι ποτέ συγγραµµικά, ισοδύναµα δεν
υπάρχει διάνυσµα x ώστε Qx = λx για κάποιο πραγµατικό λ. ΄Εχει το Q ιδιοτιµές ;

ΛΥΣΕΙΣ

1. Υπολογίζουµε

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 · · · n
2 4 · · · 2n
...

... · · ·
...

n 2n · · · n2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 · · · n
1 2 · · · n
...

... · · ·
...

n 2n · · · n2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

αφού δύο γραµµές είναι ίσες.
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2. Υπολογίζουµε

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 · · · 1 + n
3 4 · · · 2 + n
4 5 · · · 3 + n
...

... · · ·
...

n+ 1 n+ 2 · · · n+ n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
και µε πράξεις r3 → r3 − r2 και r2 → r2 − r1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 · · · 1 + n
1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

... · · ·
...

n+ 1 n+ 2 · · · n+ n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

αφού δύο γραµµές είναι ίσες.

3. 1ος τρόπος : Από την υπόθεση έχουµε ότι για κάθε i = 1, 2, . . . , n

ai1 + ai2 + · · ·+ ai(n−1) + ain = 0⇒ −ai1 − ai2 − · · · − ai(n−1) = ain

συνεπώς η n-στήλη, όπως και κάθε άλλη, είναι γραµµικός συνδυασµός των υπολοίπων, εποµέ-
νως το A δεν αντιστρέφεται, ισοδύναµα detA = 0.
2ος τρόπος : Από την υπόθεση έπεται ότι

A


1
1
...
1

 = 0,

(γιατί ;) κατά συνέπεια το οµοιογενές σύστηµα Ax = 0 έχει µη µηδενικές λύσεις, ισοδύναµα το
A δεν έχει αντίστροφο, ισοδύναµα detA = 0.

4. Αν ax + by = m είναι η εξίσωση της Ϲητούµενης ευθείας, µε µία τολάχιστον από τις σταθερές
a, b,m διάφορη του µηδενός, και αν (x, y) είναι τυχαίο σηµείο αυτής της ευθείας, τότε

ax+ by −m = 0

ax1 + by1 −m = 0

ax2 + by2 −m = 0

⇔
 x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

 a
b
−m

 =

0
0
0

 ,

εποµένως το σύστηµα έχει µη µηδενική λύση, κατά συνέπεια το µητρώο των συντελεστών είναι
µη αντιστρέψιµο, ισοδύναµα ∣∣∣∣∣∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

5. Σηµείωση: Εάν 〈·, ·〉 είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο στο Rn, u,v είναι διανύσµατα και A
είναι ένα συµµετρικό µητρώο, τότε

〈Au,v〉 = (Au)Tv = uTATv = uTAv = 〈u, Av〉.

Εάν λ 6= µ είναι ιδιοτιµές του A µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα x και y, τότε έχουµε

〈Ax,y〉 = 〈x, Ay〉 ⇒ 〈λx,y〉 = 〈x, µy〉
⇒ λ〈x,y〉 = µ〈x,y〉
⇒ (λ− µ)〈x,y〉 = 0.

Επειδή λ 6= µ από την τελευταία σχέση έπεται ότι 〈x,y〉 = 0, ισοδύναµα τα x, y είναι ορθογώνια
µεταξύ τους.
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6. Εάν λ είναι η ιδιοτιµή του A που αντιστοιχεί στο ιδιοδιάνυσµα x, τότε

〈Av,x〉 = 〈v, Ax〉 = 〈v, λx〉 = λ〈v,x〉 = 0

από την υπόθεση, συνεπώς Av ⊥ x.

7. ΄Εστω ότι A = MBM−1, τότε για κάθε σταθερά λ έχουµε

λI −A = λI −MBM−1

= λMM−1 −MBM−1

= M(λI)M−1 −MBM−1

= M(λI −B)M−1

κατά συνέπεια

det(λI −A) = det(M(λI −B)M−1)

= (detM) det(λI −B)(detM)−1

= det(λI −B)

ισοδύναµα pA(λ) = pB(λ), εποµένως τα µητρώα έχουν τις ίδιες ιδιοτιµές.

8. (α΄) ΝΑΙ, γιατί το µηδέν δεν είναι ιδιοτιµή του A.
(ϐ΄) ΝΑΙ, γιατί τα ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν στη διπλή ιδιοτιµή λ = 3 είναι γραµµικά
ανεξάρτητα.
(γ΄) Το A υπολογίζεται από τη γνωστή σχέση A = XDX−1, οπότε

A =

1 0 1
0 1 1
0 0 1

2 0 0
0 3 0
0 0 3

1 0 1
0 1 1
0 0 1

−1

= · · ·

9. ΄Ενα n× n πραγµατικό µητρώο A λέγεται ϑετικά ορισµένο εάν

xTAx > 0

για κάθε µη µηδενικό διάνυσµα του Rn. Αν λ είναι µια ιδιοτιµή του A και x είναι ένα αντίστοιχο
ιδιοδιάνυσµα, ισοδύναµα Ax = λx, τότε πολλαπλασιάζοντας από αριστερά µε xT υπολογίζουµε

xTAx = xTλx

= λxTx

= λ‖x‖2.

Από την υπόθεση το αριστερό µέλος είναι ϑετικό, εποµένως και το δεξιό, κατά συνέπεια λ > 0,
αφού ‖x‖2 > 0, που είναι ό,τι ϑέλουµε να δείξουµε.
Ερώτηµα: Πώς ϑα µπορούσε να αποδειχθεί αυτό το αποτέλεσµα κάνοντας χρήση της γνωστής
σχέσης οµοιότητας

A = XDX−1,

όπου D είναι το διαγώνιο µητρώο µε στοιχεία τις ιδιοτιµές του A, και X το µητρώο µε στήλες τα
αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα ;

10. Οι ιδιοτιµές του Q είναι οι λύσεις της χαρακτηριστικής εξίσωσης det(λI −Q) = 0, έτσι υπολο-
γίζουµε ∣∣∣∣λ− cos θ sin θ

− sin θ λ− cos θ

∣∣∣∣ = (λ− cos θ)2 + sin2 θ = λ2 − 2λ cos θ + 1 = 0
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Η διακρίνουσα του τριωνύµου είναι αρνητική

∆ = 4 cos2 θ − 4 = 4(cos2 θ − 1) = −4 sin2 θ

κατά συνέπεια υπάρχουν δύο µιγαικές συζυγείς (συµµετρικές ως προς τον x-άξονα) ϱίζες

λ1,2 =
2 cos θ ± 2 sin θ

√
−1

2
= cos θ ± i sin θ.

Συνεπώς οι ιδιοτιµές του Q είναι οι : λ1 = cos θ + i sin θ και λ2 = cos θ − i sin θ.
Ερώτηµα: Ποια είναι τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα ;


