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Επισκόπηση

1. Ιδιοτιµή/Ιδιοδιάνυσµα. ΄Εστω A ένα τετραγωνικό, n× n, µητρώο. Εάν

Ax = λx, λ ∈ R ή λ ∈ C και x 6= 0

η σταθερά λ λέγεται ιδιοτιµή του A και το x το αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα.

• Το το χαρακτηριστικό πολυώνυµο του A είναι το

p(λ) = det(λI −A)

Ο ϐαθµός του p είναι n.
• Ο σταθερός όρος του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι

p(0) = (−1)n detA.

• Οι ιδιοτιµές του A είναι οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου.
• Αν λ1, λ2, . . . , λm, m ≤ n είναι οι ιδιοτιµές του A, τότε

p(λ) = (λ− λ1)k1(λ− λ2)k2 · · · (λ− λm)km , k1 + k2 + · · ·+ km = n.

Το kj είναι η αλγεβρική πολλαπλότητα της ιδιοτιµής λj .
• Αν λ είναι ιδιοτιµή του A ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσµα (στο λ) είναι ένα στοιχείο του µηδε-

νόχωρου
null(λI −A).

• Η διάσταση του null(λI − A), dimnull(λI − A) ορίζεται ως γεωµετρική πολλαπλότητα
της ιδιοτιµής λ.

2. Θεώρηµα Cayley – Hamilton. Αν p(λ) = λn+an−1λ
n−1+· · ·+a1λ+a0 είναι το χαρακτηριστικό

πολυώνυµο του A, τότε p(A) = O,

p(A) = An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0I = O.

3. Τα τετραγωνικά µητρώα A και B λέγονται όµοια αν υπάρχει αντιστρέψιµο µητρώο M , ώστε
A =M−1BM .

4. Το A λέγεται διαγωνοποιήσιµο αν είναι όµοιο µε κάποιο διαγώνιο µητρώο.

5. Θεώρηµα. Ιδιοδιανύσµατα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές ιδιοτιµές είναι γραµµικά ανεξάρ-
τητα. Αν το A έχει n γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα το A είναι διαγωνοποιήσιµο.

6. Θεώρηµα. Εάν η γεωµετρική πολλαπλότητα κάθε ιδιοτιµής λ είναι ίση µε την αλγεβρική
πολλαπλότητα τότε το A ειναι διαγωνοποιήσιµο. Στην περίπτωση αυτή αν λ1, λ2, . . . , λn εί-
ναι οι ιδιοτιµές όπου κάθε ιδιοτιµή επαναλαµβάνεται σύµφωνα µε την πολλαπλότητά της, και
ξ1, ξ2, . . . , ξn είναι τα αντίστοιχα γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα, τότε

A
(
ξ1 ξ2 . . . ξn

)
=
(
λ1ξ1 λ2ξ2 . . . λnξn

)
=
(
ξ1 ξ2 . . . ξn

)(
λ1e1 λ2e2 . . . λnen

)
⇒ A = XΛX−1, όπου X =

(
ξ1 ξ2 . . . ξn

)
.
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Ασκήσεις

1. Παραλλαγή της ΄Ασκησης 22 §6.2 Strang. ∆ίνεται το µητρώο

A =

(
2 1
1 2

)
.

(αʹ) Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχοι ιδιόχωροι του A.

(ϐʹ) ∆ιαγωνοποιήστε το A.

(γʹ) ∆είξτε ότι για κάθε n ∈ N είναι

An =
1

2

(
3n + 1 3n − 1
3n − 1 3n + 1

)
.

2. Εάν για το τετραγωνικό µητρώο ισχύει A2 = A και το διάνυσµα u είναι ιδιοδιάνυσµα του A για
την ιδιοτιµή λ, τί µπορεί να ειπωθεί για το λ;

3. Θεωρήστε το µη αντιστρέψιµο µητρώο

A =

(
a b
c d

)
.

(αʹ) Να ϐρεθεί το χαρακτηριστικό πολυώνυµο pA του A, ακριβώς, προσδιορίζοντας δηλαδή, και
αριθµητικά όπου εφαρµόζεται, όλους τους συντελεστές.

(ϐʹ) Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές του A.

4. ΄Ασκηση 15 §6.1 Strang. Κάθε µητρώο µετάθεσης P , ας πούµε 3 × 3, αφήνει το x =
(
1 1 1

)
αµετάβλητο, κατά συνέπεια το λ = 1 είναι ιδιοτιµή. Να ϐρεθούν οι υπόλοιπες ιδιοτιµές του
µητρώου µετάθεσης

P =

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 .

5. ΄Ασκηση 16 §6.1 Strang. Αποδείξτε ότι η ορίζουσα µητρώου A ισούται µε το γινόµενο των
ιδιοτιµών του A.

6. ΄Ασκηση 17 §6.1 Strang. Το άθροισµα των διαγώνιων στοιχείων (το ίχνος) µητρώου ισούται µε το
άθροισµα των ιδιοτιµών.

7. Να ϐρεθεί ένα ορθογώνιο µητρώο Q το οποίο διαγωνοποιεί το

A =

4 2 2
2 4 2
2 2 4

 .


