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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 13. Γραµµικοί µετασχηµατισµοί

1. Τα διανύσµατα

u1 =

1
1
1

 , u2 =

1
1
0

 , u3 =

1
0
0


αποτελούν µια ϐάση για το R3. Αν για ένα γραµµικό µετασχηµατισµό T : R3 → R2 ισχύει

T (u1) =

(
2
3

)
, T (u2) =

(
1
1

)
, T (u3) =

(
3
2

)
,

να ϐρεθεί ο τύπος του µετασχηµατισµού.

Λύση 1

Θέλουµε µια έκφραση της µορφής

T

x
y
z

 =

(
a1x+ b1y + c1z
a2x+ b2y + c2z

)
.

Επειδή x
y
z

 = xe1 + ye2 + ze3

όπου τα e1, e2, e3 αποτελούν τη συνήθη ϐάση του R3, από γραµµικότητα του µετασχηµατισµού
έχουµε

T

x
y
z

 = T (xe1 + ye2 + ze3) = xT (e1) + yT (e2) + zT (e3), (1)

κατά συνέπεια ϑέλουµε να εκφράσουµε τα e1, e2, e3 µέσω των u1,u2,u3. ΄Ετσι

u1 = e1 + e2 + e3

u2 = e1 + e2

u3 = e1

 ⇒


e3 = u1 − e1 − e2 = u1 − u3 − (u2 − u3) = u1 − u2

e2 = u2 − e1 = u2 − u3

e1 = u3

οπότε από την (1) υπολογίζουµε

T

x
y
z

 = xT (u3) + yT (u2 − u3) + zT (u1 − u2)

= zT (u1) + (y − z)T (u2) + (x− y)T (u3)

= z

(
2
3

)
+ (y − z)

(
1
1

)
+ (x− y)

(
3
2

)
(2)

=

(
3x− 2y + z
2x− y + 2z

)
.



ΕΓΕ
Σ@

ΤΜ
ΗΥΠ

Λύση 2

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα για τη σύνθεση γραµµικών µετασχηµατισµών.

Αν S : R3 → R3 είναι ο µετασχηµατισµός που απεικονίζει την συνήθη ϐάση {e1, e2, e3} στην
{u1,u2,u3}, εκφράζει δηλαδή κάθε ei ως γραµµικό συνδυασµό των uj , τότε όπως είδαµε

S(e1) = u3, S(e2) = u2 − u3, S(e3) = u1 − u2

κατά συνέπεια το µητρώο αναπαράστασής του είναι το

AS =
(
S(e1) S(e2) S(e3)

)
=

0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 .

΄Οµοια το µητρώο αναπαράστασης του T , όπως δίνεται είναι το

AT =
(
T (u1) T (u2) T (u3)

)
=

(
2 1 3
3 1 2

)
εποµένως το µητρώο του µετασχηµατισµού ως προς τις συνήθεις ϐάσεις του R3 και του R2 είναι

ATAS =

(
2 1 3
3 1 2

)0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 =

(
3 −2 1
2 −1 2

)
.

Εποµένως

T

x
y
z

 =

(
3 −2 1
2 −1 2

)x
y
z

 =

(
3x− 2y + z
2x− y + 2z

)
.

Παρατήρηση: Επειδή (
3
2

)
= −

(
2
3

)
+ 5

(
1
1

)
από την (2) ϐρίσκουµε

T

x
y
z

 = z

(
2
3

)
+ (y − z)

(
1
1

)
+ (x− y)

(
3
2

)

= z

(
2
3

)
+ (y − z)

(
1
1

)
+ (x− y)

[
−
(
2
3

)
+ 5

(
1
1

)]
= (−x+ y + z)

(
2
3

)
+ (5x− 4y − z)

(
1
1

)
κατά συνέπεια

imageT = span

{(
2
3

)
,

(
1
1

)}
.

2. ΄Εστω T : R3 → R3 να είναι η ορθογώνια προβολή του R3 επί του επιπέδου W µε εξίσωση
x+ y + z = 0. Να ϐρεθεί ο τύπος του T .

Λύση 1

∆ύο γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα του επιπέδου είναι τα

a1 =

 1
−1
0

 , και a2 =

 1
0
−1

 ,
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έτσι αν A =
(
a1 a2

)
το µητρώο προβολής επί του επιπέδου είναι το P = A(ATA)−1AT. ΄Εχουµε

λοιπόν

ATA =

(
2 1
1 2

)
⇒ (ATA)−1 =

1

3

(
2 −1
−1 2

)
οπότε

P =
1

3

 1 1
−1 0
0 −1

(
2 −1
−1 2

)(
1 −1 0
1 0 −1

)

=
1

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

 .

Ισοδύναµα

T

x
y
z

 =
1

3

 2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

x
y
z

 =
1

3

 2x− y − z
−x+ 2y − z
−x− y + 2z

 .

Λύση 2

Αν {u1,u2} είναι µια ορθοκανονική ϐάση του W , τότε

T (x) = projW x = ⟨x,u1⟩u1 + ⟨x,u2⟩u2.

Παίρνουµε

u1 =
1√
2

 1
−1
0

 και u2 =
1√
6

 1
1
−2

 .

3. Θεώρηµα αναπαράστασης. ΄Εστω T : Rn → R ένας γραµµικός µετασχηµατισµός. ∆είξτε ότι
υπάρχει διάνυσµα ξ ∈ Rn ώστε

T (x) = ⟨x, ξ⟩

για όλα τα x ∈ Rn, όπου ⟨·, ·⟩ είναι το σύνηθες εσωτερικό γινόµενο.
Υπόδειξη. Αν B = {u1, . . . ,un} είναι µια ϐάση στο Rn και x ∈ Rn, τότε x = x1u1+ · · ·+xnun.

΄Εχει λυθεί στην τελευταία διάλεξη.

4. ΄Εστω X = C[0, 1] ο χώρος των συνεχών συναρτήσεων στο διάστηµα [0, 1]. Ορίζουµε τον µετα-
σχηµατισµό I : X → X, όπου I(f) = F µε

F (x) =

∫ x

0
f(t)dt, 0 ≤ x ≤ 1.

(αʹ) ∆είξτε ότι ο I είναι γραµµικός µετασχηµατισµός.

(ϐʹ) Περιγράψτε την εικόνα image I, του I.

(γʹ) ∆είξτε ότι ο I είναι ένα-προς-ένα. Υπόδειξη: I(f)(0) = 0 για κάθε f ∈ X.

(δʹ) Να ϐρεθεί ο αντίστροφος µετασχηµατισµός I−1.

5. ΄Εστω T : R2 → R3 µε

T

((
x
y

))
=

 y
−5x+ 13y
−7x+ 16y

 .

Να ϐρεθεί το µητρώο του T ως προς τις ϐάσεις

B =

{
u1 =

(
3
1

)
,u2 =

(
5
2

)}
και B′ =

{
v1 =

 1
0
−1

 ,v2 =

−1
2
2

 ,v3 =

0
1
2

}
.
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6. ΄Εστω u =
(
a b c

)T ένα µοναδιαίο διάνυσµα στο R3. Επιβεβαιώστε ότι το µητρώο P = (I−uuT)
είναι το µητρώο προβολής επί του επιπέδου µε εξίσωση ax + by + cz = 0. Θεωρούµε τον
γραµµικό µετασχηµατισµό T : R3 → R3 που ορίζεται ως T (x) = Px.

(αʹ) Να ϐρεθεί ο τύπος του T .

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η εικόνα imageT του T .

(γʹ) Να ϐρεθεί ο πυρήνας kernelT του µετασχηµατισµού.

7. Θεωρούµε τους διανυσµατικούς χώρους των πολυωνύµων P2 και P3 και τον µετασχηµατισµό
ολοκλήρωµα J : P2 → P3 όπου για p ∈ P3 είναι J(p) = P µε

P (x) =

∫ x

0
p(t)dt.

(αʹ) Να ϐρεθεί η εικόνα imageJ του J .

(ϐʹ) Εξετάστε αν ο µετασχηµατισµός ένα-προς-ένα.

(γʹ) Να ϐρεθεί το µητρώο που παριστάνει τον J .


