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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 11. Ορίζουσες

Επισκόπηση

• Οι ιδιότητες της ορίζουσας ΄Εστω A ένα τετραγωνικό µητρώο.

(O1) Εάν A = I, τότε detA = 1, η ορίζουσα του ταυτοτικού µητρώου είναι ίση µε 1.

(O2) Εάν το µητρώο A′ προκύπτει από το A µε εναλλαγή δύο γραµµών του, τότε η ορίζουσα
αλλάζει πρόσηµο, δηλαδή detA′ = −detA.

(O3) Η ορίζουσα µητρώου ως συνάρτηση είναι γραµµική ξεχωριστά ως πρός κάθε γραµµή κρα-
τώντας τις άλλες γραµµές σταθερές.

(O4) detAT = detA, η ορίζουσα του ανάστροφου µητρώου είναι ίση µε την ορίζουσα του µη-
τρώου.

(O5) Εάν οι δύο γραµµές του A είναι ίσες, τότε detA = 0.

(O6) Εάν οι δύο γραµµές του A είναι γραµµικά εξαρτηµένες, τότε detA = 0.

(O7) Εάν σε µια γραµµή του A προστεθεί το πολλαπλάσιο άλλης γραµµής, η τιµή της ορίζουσας
δεν αλλάζει.

Η αντίστοιχη εκδοχή για στήλη ή στήλες καθεµιάς από τις ιδιότητες (O2) – (O3) και (O5) – (O7)
ισχύει επίσης.

• Η ορίζουσα γινοµένου Εάν A και B είναι n× n µητρώα, τότε det(AB) = (detA)(detB).

• Ορίζουσα και αντιστροφή Εάν A είναι ένα n× n µητρώο, τότε

Το A−1 υπάρχει ⇔ detA ̸= 0 ⇔ rankA = n.

Αν το A−1 υπάρχει, τότε

det(A−1) =
1

detA
.

• Το ανάπτυγµα της ορίζουσας Εάν A =
(
aij

)
είναι ένα n×n µητρώο µε n ≥ 2, τότε η ορίζουσα

του A δίνεται από τη σχέση

1. ως προς γραµµή για 1 ≤ i ≤ n

detA = (−1)i+1ai1 detAi1 + (−1)i+2ai2 detAi2 + · · ·+ (−1)i+nain detAin.

2. ως προς στήλη για 1 ≤ j ≤ n

detA = (−1)1+ja1j detA1j + (−1)2+ja2j detA2j + · · ·+ (−1)n+janj detAnj .
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Ασκήσεις

1. (΄Ασκηση 25 §5.1 Strang). Εάν A =
(
aij

)
είναι n× n, n > 1, και aij = ij, δείξτε ότι detA = 0.

2. Να ϐρεθεί η τιµή του k για την οποία∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

2b1 − 3a1 2b2 − 3a2 2b3 − 3a3
3c1 − 4b1 3c2 − 4b2 3c3 − 4b3

∣∣∣∣∣∣ = k

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ .
3. Εάν ∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ = m,

υπολογίστε τις ορίζουσες

(αʹ)

∣∣∣∣∣∣
b1 b2 b3
a1 a2 a3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
(ϐʹ)

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 3a3
b1 b2 3b3
3c1 3c2 9c3

∣∣∣∣∣∣

(γʹ)

∣∣∣∣∣∣
2a1 2a2 2a3
2b1 2b2 2b3
2c1 2c2 2c3

∣∣∣∣∣∣
(δʹ)

∣∣∣∣∣∣
b1 b3 b2
a1 a3 a2
c1 c3 c2

∣∣∣∣∣∣

(εʹ)

∣∣∣∣∣∣
a1 c1 b1
a2 c2 b2
a3 c3 b3

∣∣∣∣∣∣
(ϛʹ)

∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 + a1 b2 + a2 b3 + a3
b1 − c1 b2 − c2 b3 − c3

∣∣∣∣∣∣.
4. Εάν A είναι ένα 3× 3 µητρώο και detA = −2 να υπολογισθούν οι ορίζουσες

(αʹ) det(−3A)

(ϐʹ) det(2A−1)

(γʹ) det((2A)−1)

(δʹ) det(2A(3A−1))

(εʹ) det(2A(3A)−1)

(ϛʹ) det(2A(3A)T).

5. (΄Ασκηση 29 §5.1 Strang). Ποιο είναι το λάθος στην ακόλουθη απόδειξη ότι τα µητρώα προβολής
P έχουν detP = 1;

P = A(ATA)−1AT άρα |P | = |A| 1

|A||AT|
|AT| = 1.

6. Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες της ορίζουσας µόνο, δίχως να αναπτύξετε, υπολογίσετε την∣∣∣∣∣∣∣∣
111 211 311 411
112 212 312 412
113 213 313 413
114 214 314 414

∣∣∣∣∣∣∣∣
7. ∆είξτε ότι η ορίζουσα ενός αντιστρέψιµου µητρώου είναι ίση µε ± γινόµενο των οδηγών του

µητρώου. Υπόδειξη: Βλέπε Παράδειγµα 4 ∆ιάλεξη 10 και άνω-κάτω (LU) παραγοντοποίηση
∆ιάλεξη 5.

8. Εάν τα σηµεία του επιπέδου (x1, y1), (x2, y2) και (x3, y3) είναι συνευθειακά, δείξτε ότι∣∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

9. Αποδείξτε ότι η εξίσωση της ευθείας η οποία περιέχει τα σηµεία (x1, y1) και (x2, y2) δίνεται µε
τη σχέση ∣∣∣∣∣∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.
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(a1, b1)

(a2, b2)

(a3, b3)

10. Εάν (a1, b1), (a2, b2) και (a3, b3) είναι σηµεία του ϑετικού ηµιεπιπέδου (y ≥ 0) όπως στο σχήµα
δείξτε ότι το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία αυτά δίνεται από τη σχέση

E =
1

2

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 1
a2 b2 1
a3 b3 1

∣∣∣∣∣∣ .
11. Η ορίζουσα Vandermonde. Εάν x1, x2, x3 είναι πραγµατικοί αριθµοί δείξτε ότι

V3 =

∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21
1 x2 x22
1 x3 x23

∣∣∣∣∣∣ = (x3 − x2)(x3 − x1)(x2 − x1).

Γενικότερα αν x1, x2, . . . , xn είναι αριθµοί, αποδείξτε µε επαγωγή ότι

Vn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 · · · xn−1

1

1 x2 · · · xn−1
2

...
... · · ·

...
1 xn · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏
i<j

(xj − xi).

Το σύµβολο
∏

, είναι το αντίστοιχο του
∑

, και δηλώνει το γινόµενο (product). ΄Ετσι η ποσότητα
στο δεξί µέλος της ισότητας είναι το γινόµενο των πρωτοβάθµιων όρων (xj − xi) µε i < j, ϐλέπε
την 3× 3 περίπτωση.
Υπόδειξη: Πολλαπλασιάστε κάθε στήλη µε x1 και αφαιρέστε την από την επόµενη στήλη στα
δεξιά. ∆είξτε ότι

Vn(x1, . . . , xn) = (xn − x1) · · · (x2 − x1)Vn−1(x2, . . . , xn).

12. Υπολογίστε την ορίζουσα του n× n µητρώου

Jn =

 1
...

1

 ,

όπου τα υπόλοιπα στοιχεία είναι µηδενικά.
Υπόδειξη: ∆ιακρίνετε τις περιπτώσεις n = άρτιο και n = περιττό.

ΛΥΣΕΙΣ

1. ΄Εχουµε ότι

A =
(
ij
)
=


1 2 3 · · · n
2 4 6 · · · 2n
3 6 9 · · · 3n
...

...
... · · ·

...
n 2n 3n · · · n2





ΕΓΕ
Σ@

ΤΜ
ΗΥΠ

έτσι

|A| = 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
1 2 3 · · · n
3 6 9 · · · 3n
...

...
... · · ·

...
n 2n 3n · · · n2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Σηµειώνουµε ότι

|A| = 2 · 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
1 2 3 · · · n
1 2 3 · · · n
...

...
... · · ·

...
n 2n 3n · · · n2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n!

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 3 · · · n
1 2 3 · · · n
1 2 3 · · · n
...

...
... · · ·

...
1 2 3 · · · n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

10. Η ΄Ασκηση 10 είναι το ¨κλειδί¨ για τις 8 και 9.

(a1, b1)

(a2, b2)

(a3, b3)

(a1, 0) (a3, 0) (a2, 0)

Το Ϲητούµενο εµβαδόν είναι ίσο µε το άθροισµα των εµβαδών των δύο χρωµατισµένων τραπεζίων
µείον το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου τραπεζίου κάτω από το τρίγωνο. ΄Ετσι

E =
(b1 + b3)(a3 − a1)

2
+

(b3 + b2)(a2 − a3)

2
− (b1 + b2)(a2 − a1)

2

=
b1a3 − b1a1 + b3a3 − b3a1 + b3a2 − b3a3 + b2a2 − b2a3 − b1a2 + b1a1 − b2a2 + b2a1

2

=
a1(b2 − b3)− b1(a2 − a3) + (a2b3 − a3b2)

2

=
1

2

[
a1

∣∣∣∣b2 1
b3 1

∣∣∣∣− b1

∣∣∣∣a2 1
a3 1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣a2 b2
a3 b3

∣∣∣∣]

=
1

2

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 1
a2 b2 1
a3 b3 1

∣∣∣∣∣∣
Σηµείωση. Στο τρίγωνο του σχήµατος η κορυφή (a3, b3) είναι πάνω από την ευθεία δια των
σηµείων (a1, b1) και (a2, b2). Αν η κορυφή (a3, b3) είναι κάτω από αυτή την ευθεία, τότε το
Ϲητούµενο εµβαδόν είναι

E =
(b1 + b2)(a2 − a1)

2
− (b1 + b3)(a3 − a1)

2
− (b3 + b2)(a2 − a3)

2
.

΄Ετσι, επειδή το εµβαδόν τριγώνου είναι ανεξάρτητο της ϑέσης του, στη γενική περίπτωση το
εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές τα (a1, b1), (a2, b2) και (a3, b3) είναι

E =
1

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
a1 b1 1
a2 b2 1
a3 b3 1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣,
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όπου | · | είναι η απόλυτη τιµή.

9. Αν (x, y) είναι τυχαίο σηµείο της ευθείας η οποία διέρχεται δια των σηµείων (x1, y1) και (x2, y2),
τότε το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές αυτά τα σηµεία είναι ίσο µε µηδέν, κατά συνέπεια το
Ϲητούµενο έπεται από το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 10. Βλέπε και ΄Ασκηση 8.

∆ιαφορετικά. Γεωµετρική απόδειξη.

(x1, y1)

(x2, y2)

(x, y)

Για το τυχαίο σηµείο (x, y) της ευθείας η οποία διέρχεται δια των σηµείων (x1, y1) και (x2, y2)
ισχύει

y − y1 = m(x− x1) ⇔ y − y1 =
y2 − y1
x2 − x1

(x− x1)

ισοδύναµα

(y − y1)(x2 − x1) = (y2 − y1)(x− x1) ⇔
y(x2 − x1)− y1(x2 − x1)− x(y2 − y1) + x1(y2 − y1) = 0 ⇔

x(y1 − y2)− y(x1 − x2) + (x1y2 − x2y1) = 0 ⇔

x

∣∣∣∣y1 1
y2 1

∣∣∣∣− y

∣∣∣∣x1 1
x2 1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ = 0 ⇔∣∣∣∣∣∣
x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0

Γραµµοαλγεβρική απόδειξη. Αν (x, y) είναι τυχαίο σηµείο της ευθείας, έστω y = ax + b, η
οποία διέρχεται δια των σηµείων (x1, y1) και (x2, y2), τότε

ax− y + b = 0

ax1 − y1 + b = 0

ax2 − y2 + b = 0

 ⇔

 x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

 a
−1
b

 =

0
0
0

 ,

δηλαδή το σύστηµα έχει µη µηδενική λύση, κατά συνέπεια το µητρώο των συντελεστών είναι µη
αντιστρέψιµο, ισοδύναµα ∣∣∣∣∣∣

x y 1
x1 y1 1
x2 y2 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Για µια ανάλογη Γραµµοαλγεβρική απόδειξη στη 10 ϐλέπε την Παρατήρηση 5, ∆ιάλεξη 11.

8. Αν τα τρία σηµεία είναι συνευθειακά, τότε το εµβαδόν του τριγώνου µε κορυφές αυτά τα σηµεία
είναι ίσο µε µηδέν, κατά συνέπεια το Ϲητούµενο έπεται από το αποτέλεσµα της ΄Ασκησης 10.
Βλέπε και ΄Ασκηση 9.

11. ∆είχνουµε την 3 × 3 περίπτωση. Πολλαπλασιάζουµε αρχικά την 2η στήλη µε x1 και την αφαι-
ϱούµε από την 3η, και στην συνέχεια πολλαπλασιάζουµε την 1η στήλη µε x1 και την αφαιρούµε
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από την 2η, έτσι ϐρίσκουµε

V3 =

∣∣∣∣∣∣
1 x1 x21
1 x2 x22
1 x3 x23

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 x1 0
1 x2 x22 − x1x2
1 x3 x23 − x3x1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 x2 − x1 x22 − x1x2
1 x3 − x1 x23 − x3x1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣x2 − x1 x2(x2 − x1)
x3 − x1 x3(x3 − x1)

∣∣∣∣
= x3(x3 − x1)(x2 − x1)− x2(x2 − x1)(x3 − x1)

= (x3 − x2)(x3 − x1)(x2 − x1).

που είναι το Ϲητούµενο. Με ανάλογο τρόπο υπολογίζεται και η γενική περίπτωση.

12. Το µητρώο Jn προκύπτει από το ταυτοτικό µητρώο In µε µεταθέσεις γραµµών της 1ης µε τη
n-οστή, της 2ης µε την n − 1-οστή και ούτω καθεξής. Αν το n είναι περιττό η µεσαία γραµµή,
(n − 1)/2, ταυτίζεται µε την µεσαία γραµµή του ταυτοτικού In και µε (n − 1)/2 µεταθέσεις το
Jn µετασχηµατίζεται στο In, έτσι

det Jn = (−1)
n−1
2 det In = (−1)

n−1
2 .

Αν τώρα το n είναι άρτιο τότε το Jn µετασχηµατίζεται στο In µε n/2 µεταθέσεις, κατά συνέπεια

det Jn = (−1)
n
2 det In = (−1)

n
2 .

∆ιαφορετικά

det

(
0 1
1 0

)
= (−1)1+2 det

(
1
)
= (−1)1+2

det

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 = (−1)1+3 det

(
0 1
1 0

)
= (−1)1+3(−1)1+2

det


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 = (−1)1+4 det

0 0 1
0 1 0
1 0 0

 = (−1)1+4(−1)1+3(−1)1+2

Γενικά
det Jn = (−1)1+n det Jn−1

έτσι, επαγωγικά,
det Jn = (−1)1+n(−1)1+n−1 · · · (−1)1+3(−1)1+2

και επειδή

1 + 2 + 1 + 3 + · · ·+ 1 + n = n− 1 +
(n+ 2)(n− 1)

2
=

(n+ 4)(n− 1)

2

τελικά ϐρίσκουµε
det Jn = (−1)(n−1)(n+4)/2.


