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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 10. Προβολές, Προσεγγίσεις, Ελάχιστα τετράγωνα

Ανασκόπηση

♦ Το µητρώο της ορθογώνιας προβολής ΄Εστω a ένα διάνυσµα του Rm και W ένας υπόχωρος
του Rm.

(1) Η προβολή ενός διανύσµατος u επί του a, proja u υλοποιείται µέσω του µητρώου

P =
aaT

aTa
ώστε proja u = Pu.

(2) Η προβολή ενός διανύσµατος u επί του W , projW u υλοποιείται µέσω του µητρώου

P = A(ATA)−1AT ώστε projW u = Pu, (1)

όπου A είναι ένα µητρώο µε στήλες τα διανύσµατα µιας ϐάσης του W .

♦ ΄Εστω P ένα µητρώο.

(1) Το P είναι µητρώο προβολής αν και µόνο αν P = P 2.

(2) Το P είναι µητρώο ορθογώνιας προβολής αν επιπλέον P T = P .

♦ ΄Ασκηση 3 παρακάτω. Εάν P είναι µητρώο ορθογώνιας προβολής στο Rm επί υπόχωρου W ,
τότε

(1) rangeP = W .

(2) range(I − P ) = W⊥.

(3) range(I − P ) = nullP .

(4) Rm = rangeP ⊕ nullP και rangeP ⊥ nullP .

Ασκήσεις

1. Εάν για ένα n× n µητρώο A ισχύει A2 = A και rankA = n, δείξτε ότι A = I.

2. ΄Εστω A ένα n× 3 µητρώο του οποίου οι στήλες είναι ορθογώνιες.

(αʹ) Εάν η κάθε στήλη έχει µέτρο 4, ποιο είναι το µητρώο ATA;

(ϐʹ) Εάν οι στήλες έχουν µέτρα 1, 2 και 3 αντίστοιχα, ποιο είναι το µητρώο ATA;

3. (΄Ασκηση 17 §4.2 Strang.) Αν P 2 = P δείξτε ότι (I −P )2 = I −P . ΄Οταν ο P προβάλλει επί του
χώρου των στηλών του P , rangeP , ο I − P προβάλλει επί του .

4. (΄Ασκηση 1 §4.2 Strang.) Προβάλετε το b =
(
1 2 2

)T επί της ευθείας που διέρχεται από το
a =

(
1 1 1

)T.

5. (΄Ασκηση 3 §4.2 Strang.) Στην ΄Ασκηση 4 ϐρείτε το µητρώο προβολής.
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6. Να ϐρεθεί το µητρώο ορθογώνιας προβολής P επί του υπόχωρου W ο οποίος παράγεται από τα
διανύσµατα

u1 =

1
1
1

 , u2 =

1
1
0

 .

7. ∆ίνονται τα διανύσµατα
a1 =

(
−1 2 − 1

)T
, a2 =

(
2 2 2

)T
.

(αʹ) Να ϐρεθούν τα µητρώα ορθογώνιας προβολής P1 και P2 αντίστοιχα επί των ευθειών δια των
a1 και a2.

(ϐʹ) ∆είξτε ότι αν u ∈ rangeP1 και v ∈ rangeP2, τότε u ⊥ v.

(γʹ) Υπολογίστε το γινόµενο P1P2 και εξηγήστε γιατί είναι αυτό που είναι.

8. Σωστό ή Λάθος, κυκλώστε ανάλογα και ∆ώστε µια σύντοµη απάντηση.
Αν το A είναι ένα 3× 3 µητρώο ορθογώνιας προβολής επί ενός διδιάστατου υπόχωρου W του
R3, τότε

(αʹ) Το αντίστροφο µητρώο A−1 υπάρχει. Σ Λ

(ϐʹ) ■ rangeA =

(γʹ) Το µητρώο (ATA)−1 υπάρχει. Σ Λ

(δʹ) ■ nullA =

(εʹ) null(A2 −A) = R3. Σ Λ

(ϛʹ) ■ dim(nullA) =

(Ϲʹ) Το A είναι ορθογώνιο µητρώο. Σ Λ

(ηʹ) ■ rankA =

(ϑʹ) Το σύστηµα Ax = 0 έχει µη µηδενικές λύσεις. Σ Λ

9. Αν v και w είναι µη µηδενικά διανύσµατα του R3 να ϐρεθεί ο πραγµατικός αριθµός a για τον
οποίο η απόσταση ∥v − aw∥ είναι η ελάχιστη δυνατή.

10. Να ϐρεθεί η πλησιέστερη ευθεία (των ελαχίστων τετραγώνων) στα σηµεία (0, 6), (1, 0), (2, 0).


